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Frisläppta uppgifter
TIMSS ADVANCED 2015 

TIMSS Advanced (Trends in International Mathematics and Science Study) 
undersöker vad elever som läst mycket matematik och fysik i det som motsvarar 
gymnasieskolan i en rad länder, vet och kan göra i dessa ämnen. De svenska 
elever som deltog i TIMSS Advanced 2015 gick sista året på naturvetenskaps-
programmet eller teknikprogrammet, och läste eller hade läst minst kursen 
Matematik 4 respektive Fysik 2. För att studera trender använder TIMSS 
Advanced många matematik- och fysikuppgifter vid fler än en tidpunkt, till 
exempel både när studien genomfördes 2008 och när den genomfördes 2015. 
Några uppgifter byts ut varje gång, och ett antal av de frisläppta uppgifterna 
presenteras här.

I TIMSS Advanced 2015 genomförde eleverna ett prov under 90 minuter, 
antingen i matematik eller i fysik. Under provet hade eleverna tillgång till  
miniräknare och ett formelblad som följde med provet. 

I matematik och fysik finns cirka 100 provuppgifter per ämne, fördelade  
på sex provhäften i matematik och sex i fysik. Varje elev gör endast de cirka  
30 provuppgifterna i ett provhäfte. Alla elever kan inte göra alla hundra prov-
uppgifterna i matematik eller fysik, men genom att varje provhäfte innehåller  
uppgifter som också finns i andra provhäften kan elevgruppen som helhet  
prövas på ett större innehåll än om alla elever skulle få samma prov.

I den här rapporten redovisas de frisläppta uppgifterna från TIMSS Advan-
ced 2015.1 Här görs även en kortfattad beskrivning av resultat för de svenska 
elever som gjort varje uppgift, och motsvarande resultat för några andra länder. 
Vidare redovisas hur bedömningsanvisningen såg ut, och här finns även en 
kort kommentar om möjliga lösningsvägar, svårigheter som eleverna mött samt 
tolkningar av svarsmönster.

I TIMSS Advanced kategoriseras provuppgifterna både utifrån innehålls-
område i matematik respektive fysik och utifrån vilka tankeprocesser som elev-
erna förväntas använda när de löser uppgifterna, så kallade kognitiva områden.

Ramverket for TIMSS Advanced 2015 delar upp matematiken i tre inne-
hållsområden: Algebra, Differential- och intergralkalkyl samt Geometri. Området 
Algebra handlar bland annat om att beräkna och bestämma värden utifrån alge-
braiska uttryck och omfattar även ekvationer och egenskaper hos funktioner. 
I Differential- och intergralkalkyl ligger tonvikten på att förstå gränsvarden för 
funktioner samt derivering och integrering. Geometriområdet innefattar bland 
annat trigonometri. I fysik är innehållsområdena Mekanik och termodynamik, 
Elektricitet och magnetism samt Vågfenomen och kärnfysik. Inom Mekanik och 
termodynamik fokuseras krafter och rörelse, energiprincipen, samt värme och 
temperatur. Elektricitet och magnetism lägger tonvikten på laddade partiklar i 

1.	  Rättigheten till de frisläppta uppgifterna ägs av The International Association for 
the Evaluation of Educational Achievement. 
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elektriska fält och deras rörelse i elektriska kretsar, magnetiska fält kring elek-
triska ledare och elektromagnetisk induktion. Vågfenomen och kärnfysik handlar 
bland annat om mekaniska vågor och elektromagnetisk strålning. Kärnfysiken 
omfattar strukturen hos atomen, elektronernas sätt att reagera, kärnreaktioner 
och deras roll i naturen samt radioaktivt avfall. För en närmare beskrivning av 
innehållsområdena hänvisar vi till ramverket för TIMSS Advanced 2015.

De kognitiva områden som beskrivs i TIMSS Advanced är också tre till  
antalet, och samma för matematik och fysik: Veta, Tillämpa och Resonera.  
I grund och botten beskriver dessa tre kategorier liknande tankeprocesser i båda 
ämnena, även om de mer detaljerade beskrivningarna skiljer sig åt. 

Veta handlar övergripande om att eleverna kan minnas och känna igen 
fakta, metoder och begrepp. Tillämpa handlar om användning av vetande och 
begreppsförståelse för att modellera och lösa uppgifter i ett sammanhang.  
Resonera handlar om att analysera, syntetisera, generalisera samt att härleda 
slutsatser, men även att utforma undersökningar i fysik. Enligt ramverket för 
TIMSS Advanced är det ofta okända och komplexa situationer som kräver reso-
nerande. Samtliga uppgifter som användes i TIMSS Advanced 2015 fördelade 
sig på innehållsområden och kognitiva områden på det sätt som beskrivs i tabell 
1.1. De frisläppta uppgifterna representerar samtliga områden.

Tabell 1.1. Andel provuppgifter utifrån olika områden enligt ramverket i TIMSS Advanced 
2015.

Matematik Fysik

Innehållsområden Andel Innehållsområden Andel

Algebra 35 % Mekanik- och termodynamik 40 %

Differential- och intergralkalkyl 35 % Elektricitet och magnetism 25 %

Geometri 30 % Vågfenomen och kärnfysik 35 %

Kognitiva områden Andel Kognitiva områden Andel

Veta 35 % Veta 30 %

Tillämpa 35 % Tillämpa 40 %

Resonera 30 % Resonera 30 %

TIMSS advanced organiseras av The International Association for the Evalua-
tion of Educational Achievement (IEA), med säte i Amsterdam. I Sverige är det 
Skolverket som ansvarar för genomförandet av studien. Studien har genomförts 
i samarbete med Peter Nyström och hans medarbetare på Nationellt Centrum 
för Matematikutbildning (NCM) vid Göteborgs universitet. NCM har ansvarat 
för rättningen av proven och är också de som sammanställt och kommenterat de 
frisläppta uppgifterna.
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Matematik

Uppgift 1. Förenkling av logaritmiskt uttryck
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Förenkla 10 mlog10 , då m > 0.

Svar: __________________

M4_02

M
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Låt a vara en konstant skild från noll. Bestäm x-värdena för de två punkter där  
 
 
graferna för    och            skär varandra.

Svar: ______________________________

=y ax106 y x
10

2

6=

Innehållsområde: Algebra

Kognitivt område: Veta

Resultat: I Sverige ger 18 procent av eleverna ett korrekt svar på uppgiften.  
Det är en större andel än flera länder med högre totalt resultat i TIMSS  
Advanced 2015, till exempel Norge (11 procent), Frankrike (12 procent)  
och Ryssland (11 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (m)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Att färre än var femte svensk elev ger ett korrekt svar kan uppfattas som ett svagt 
resultat med tanke på att begreppet logaritm, samt motivering och hantering av 
logaritmlagarna ingår i det centrala innehållet i kursen Matematik 2c. Logarit-
mer ingår också i det centrala innehållet i Matematik 4. Det finns en risk att 
logaritmer och logaritmlagar endast fokuseras under korta sekvenser av mate-
matikundervisningen, utan att begreppet integreras i andra delar av matema-
tikinnehållet i någon större utsträckning. Om det dessutom gått en tid från 
det att logaritmer behandlades i undervisningen till dess att TIMSS Advanced 
provet genomfördes, kan hanteringen av logaritmer ha hunnit falla i glömska 
hos många elever. Möjligen kan svenska elever också ha upplevt en svårighet på 
grund av de nedsänkta talet 10, vilket ska precisera att det handlar om logarit-
mer med basen 10. Detta skrivsätt är inte så vanligt i Sverige, och eleverna kan 
ha uppfattat uttrycket som mer komplicerat än det behöver vara.
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Uppgift 2. Bestämma x-oordinaterna för två funktioners 
skärningspunkter
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Innehållsområde:  Algebra

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Av de svenska eleverna svarar 9 procent helt korrekt på frågan. Ytter-
ligare 20 procent har svarat delvis rätt, och hälften av dem har angett den ena 
punkten korrekt och hälften den andra. Andelen helt korrekta svar i Sverige 
är ungefär densamma som i Frankrike, Norge och USA, medan övriga länder 
har högre andelar. Även för mer specialiserade grupper av elever som läser extra 
mycket matematik är detta ingen lätt uppgift. Den största andelen korrekta svar 
(50 procent) återfinns i den ryska delpopulation som utgör mindre än 2 procent 
av nittonåringarna.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (x = 0 och x = 1012a) ger två poäng på 
uppgiften. Endast en av punkterna korrekt ger 1 poäng.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften löses genom att sätta funktionsuttrycken lika med varandra och lösa 
ekvationen med avseende på x. Genom att det ena funktionsuttrycket innehål-
ler en okänd konstant a är det inte möjligt för eleverna att rita graferna i sin 
grafritande räknare och bestämma skärningspunkten den vägen, de är tvungna 
att använda algebra.

När elever löser ekvationen 
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Uppgift	2:	Bestämma	x-koordinaterna	för	två	funktioners	skärningspunkter	

	

	

Innehållsområde:		Algebra	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Av	de	svenska	eleverna	svarar	9	procent	helt	korrekt	på	frågan.	Ytterligare	20	procent	har	
svarat	delvis	rätt,	och	hälften	av	dem	har	angett	den	ena	punkten	korrekt	och	hälften	den	andra.	
Andelen	helt	korrekta	svar	i	Sverige	är	ungefär	densamma	som	i	Frankrike,	Norge	och	USA,	medan	
övriga	länder	har	högre	andelar.	Även	för	mer	specialiserade	grupper	av	elever	som	läser	extra	
mycket	matematik	är	detta	ingen	lätt	uppgift.	Den	största	andelen	korrekta	svar	(50	procent)	
återfinns	i	den	ryska	delpopulation	som	utgör	mindre	än	2	procent	av	nittonåringarna.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(𝑥𝑥 = 0	och	𝑥𝑥 = 10%&𝑎𝑎)	ger	två	poäng	på	uppgiften.	Endast	en	av	
punkterna	korrekt	ger	1	poäng.	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Uppgiften	löses	genom	att	sätta	funktionsuttrycken	lika	med	varandra	och	lösa	ekvationen	med	
avseende	på	x.	Genom	att	det	ena	funktionsuttrycket	innehåller	en	okänd	konstant	a	är	det	inte	
möjligt	för	eleverna	att	rita	graferna	i	sin	grafritande	räknare	och	bestämma	skärningspunkten	den	
vägen,	de	är	tvungna	att	använda	algebra.	

När	elever	löser	ekvationen	(10(ax = +,

%-.
 )	kommer	de	ibland	bara	fram	till	en	lösning,	även	när	det	

som	i	denna	uppgift	anges	att	x-värdena	för	två	punkter	ska	bestämmas.	Det	kan	ske	genom	att	
eleven	förkortar	bort	ett	x	på	båda	sidorna	om	likhetstecknet,	vilket	gör	att	lösningen	x=0	inte	
återfinns.	Ett	annat	misstag	kan	vara	att	bara	betrakta	ekvationen	och	se	att	om	x	är	lika	med	noll	är	
båda	sidor	noll,	och	låta	sig	nöja	med	den	lösningen	utan	att	leta	upp	det	andra	nollstället.		

	 	

 kommer de ibland bara fram till
en lösning, även när det som i denna uppgift anges att x-värdena för två punk-
ter ska bestämmas. Det kan ske genom att eleven förkortar bort ett x på båda 
sidorna om likhetstecknet, vilket gör att lösningen x = 0 inte återfinns. Ett annat 
misstag kan vara att bara betrakta ekvationen och se att om x är lika med noll är 
båda sidor noll, och låta sig nöja med den lösningen utan att leta upp det andra 
nollstället. 
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Uppgift 3. Jämföra kostnaden för två olika hyresavtal vid 
biluthyrning

M4 Page 2
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Hyresavtal Fast kostnad Kostnad per 
kilometer

X 100 zed 0,07 zed

Y 250 zed 0,02 zed

B. Ändras det antal kilometer man måste köra för att avtal Y ska bli 
billigare om en extra försäkringskostnad på 100 zed tillkommer till 
båda avtalen?

 Motivera ditt svar.

A. Hur många kilometer ska man köra för att avtal Y ska vara billigare? 

 Motivera ditt svar.

Tabellen visar två olika hyresavtal som en kund kan välja mellan vid 
biluthyrning.
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Hyresavtal Fast kostnad Kostnad per 
kilometer

X 100 zed 0,07 zed

Y 250 zed 0,02 zed

B. Ändras det antal kilometer man måste köra för att avtal Y ska bli 
billigare om en extra försäkringskostnad på 100 zed tillkommer till 
båda avtalen?

 Motivera ditt svar.

A. Hur många kilometer ska man köra för att avtal Y ska vara billigare? 

 Motivera ditt svar.

Tabellen visar två olika hyresavtal som en kund kan välja mellan vid 
biluthyrning.

Innehållsområde:  Algebra

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Av de svenska eleverna är det 16 procent som ger godtagbara svar 
på både A och B. Ytterligare 38 procent klarar endast deluppgift A, och det är 
mycket få elever som endast klarar deluppgift B. I Norge är det 39 procent av 
eleverna som klarar både A och B och i Frankrike 52 procent.

Bedömningsanvisning: 
Korrekta svar på både A och B ger två poäng.

A. 	3000 eller motsvarande (till exempel 
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Uppgift	3:	Jämföra	kostnaden	för	två	olika	hyresavtal	vid	biluthyrning	

	

	

Innehållsområde:		Algebra	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Av	de	svenska	eleverna	är	det	16	procent	som	ger	godtagbara	svar	på	både	A	och	B.	
Ytterligare	38	procent	klarar	endast	deluppgift	A,	och	det	är	mycket	få	elever	som	endast	klarar	
deluppgift	B.	I	Norge	är	det	39	procent	av	eleverna	som	klarar	både	A	och	B	och	i	Frankrike	52	
procent.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekta	svar	på	både	A	och	B	ger	två	poäng.	

A. 3000	eller	motsvarande	(till	exempel	%/-
-,-/

	kilometer	med	godtagbar	redovisning	av	

beräkningar).	Även	𝑥𝑥 > 3000	accepteras.	
Exempel:	

• 100 + 0,07𝑥𝑥 = 250 + 0,02𝑥𝑥		
0,05𝑥𝑥 = 150		

 kilometer med godtagbar  
redovisning av beräkningar). Även x > 3000 accepteras.

Exempel:
•	 	100 + 0,07x = 250 + 0,02x 

0,05x = 150 
x = 3000

•	 Visar skiss av graf från en grafritande räknare 
y1 = 100 + 0,07x 
y2 = 250 + 0,02x
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B.	 Nej, och förklarar att antalet kilometer inte ändras när avtal Y blir billigare.

Exempel:
•	 Ställer upp ekvationen 200 – 0,07x =350 + 0,02x och visar att den är 

ekvivalent med ekvationen i A-frågan.

•	 Skillnaden i fast kostnad mellan de konstanta beloppen är lika stor med som 
utan försäkringskostnaden.

•	 Skillnaden i fast kostnad är densamma.

Korrekt svar (enligt ovan) på A eller B ger 1 poäng.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
I denna uppgift om biluthyrning uttrycks kostnader i valutan Zed, som används 
för att kunna ha en gemensam valuta för alla länder som är med i TIMSS 
Advanced. Här ska algebrakunskaperna tillämpas och för att få full poäng på 
uppgiften ska eleven ha lämnat korrekta svar på både deluppgift A och B. Resul-
taten visar att B-uppgiften är avsevärt svårare än A-uppgiften, det vill säga att 
eleverna har svårt att ge en förklaring till att den konstanta kostnaden i de båda 
avtalen inte ändrar hur långt man behöver köra. Bedömningsanvisningen kräver 
en förklaring av varför det inte blir en ändring, och för att svaret ska accepteras 
räcker de inte med ett konstaterande att det blir samma antal kilometer. Ande-
len korrekta svar kan möjligen uppfattas som överraskande låg. Detta är en typ 
av redovisning som svenska elever kunde förväntas klara av eftersom liknande 
uppgifter förekommer i såväl läromedel som nationella prov.
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Uppgift 4. Bestämma koefficienter i två ekvationer utifrån 
givna asymptoter
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M4_04

M4_05Innehållsområde: Algebra

Kognitivt område: Resonera

Resultat: Av de svenska eleverna anger 29 procent det korrekta svaret och unge-
fär lika stor andel anger svarsalternativ B. Det är ungefär samma andelar som  
i Norge (31 respektive 27 procent). Andelen korrekta svar skiljer sig mindre 
mellan länder för den här uppgiften än den gör för många andra uppgifter.  
Den högsta andelen är 56 procent (Libanon) och den lägsta 27 procent (Italien).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (D)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
I uppgiften anges att funktionen har två asymptoter: den vertikala linje som går 
genom alla punkter med x-koordinaten –2 och den horisontella linje som går 
genom alla punkter med y-koordinaten 7. Det betyder bland annat att uttrycket
y = 
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Uppgift	4:	Bestämma	koefficienter	i	två	ekvationer	utifrån	givna	asymptoter	

	

	

Innehållsområde:	Algebra	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	Av	de	svenska	eleverna	anger	29	procent	det	korrekta	svaret	och	ungefär	lika	stor	andel	
anger	svarsalternativ	B.	Det	är	ungefär	samma	andelar	som	i	Norge	(31	respektive	27	procent).	
Andelen	korrekta	svar	skiljer	sig	mindre	mellan	länder	för	den	här	uppgiften	än	den	gör	för	många	
andra	uppgifter.	Den	högsta	andelen	är	56	procent	(Libanon)	och	den	lägsta	27	procent	(Italien).	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(D)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

I	uppgiften	anges	att	funktionen	har	två	asymptoter:	den	vertikala	linje	som	går	genom	alla	punkter	
med	x-koordinaten	-2	och	den	horisontella	linje	som	går	genom	alla	punkter	med	y-koordinaten	7.	
Det	betyder	bland	annat	att	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</

;<=
	inte	kan	vara	definierat	då	𝑥𝑥 = −2	och	då	𝑦𝑦 = 7.	

Insättning	av	𝑥𝑥 = −2	i	uttrycket	innebär	att	det	är	odefinierat	för	𝑏𝑏 = 2.	Om	elever	kommer	så	här	
långt	finns	bara	alternativen	B	och	D	att	välja	på.	Eftersom	de	svenska	eleverna	valt	de	här	
svarsalternativen	i	samma	utsträckning	kan	det	vara	så	att	det	inte	kommit	längre,	utan	chansat	på	
vilket	av	de	två	alternativen	som	var	det	rätta.	

För	att	komma	vidare	behöver	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</
;<=

	bearbetas	algebraiskt	så	att	det	uttrycker	x	som	

funktion	av	y,	𝑥𝑥 = /?@=
@?:

.	Detta	uttryckt	är	inte	definierat	då	𝑦𝑦 = 7	om	𝑎𝑎 = 7,	för	då	är	täljaren	lika	

med	noll.	

	 	

 inte kan vara definierat då x = –2 och då y = 7. Insättning av x = –2 
i uttrycket innebär att det är odefinierat för b = 2. Om elever kommer så här 
långt finns bara alternativen B och D att välja på. Eftersom de svenska eleverna 
valt de här svarsalternativen i samma utsträckning kan det vara så att det inte 
kommit längre, utan chansat på vilket av de två alternativen som var det rätta.

För att komma vidare behöver uttrycket y = 
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med	x-koordinaten	-2	och	den	horisontella	linje	som	går	genom	alla	punkter	med	y-koordinaten	7.	
Det	betyder	bland	annat	att	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</

;<=
	inte	kan	vara	definierat	då	𝑥𝑥 = −2	och	då	𝑦𝑦 = 7.	

Insättning	av	𝑥𝑥 = −2	i	uttrycket	innebär	att	det	är	odefinierat	för	𝑏𝑏 = 2.	Om	elever	kommer	så	här	
långt	finns	bara	alternativen	B	och	D	att	välja	på.	Eftersom	de	svenska	eleverna	valt	de	här	
svarsalternativen	i	samma	utsträckning	kan	det	vara	så	att	det	inte	kommit	längre,	utan	chansat	på	
vilket	av	de	två	alternativen	som	var	det	rätta.	

För	att	komma	vidare	behöver	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</
;<=

	bearbetas	algebraiskt	så	att	det	uttrycker	x	som	

funktion	av	y,	𝑥𝑥 = /?@=
@?:

.	Detta	uttryckt	är	inte	definierat	då	𝑦𝑦 = 7	om	𝑎𝑎 = 7,	för	då	är	täljaren	lika	

med	noll.	

	 	

 bearbetas algebraiskt så att
det uttrycker x som funktion av y, x = 
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Uppgift	4:	Bestämma	koefficienter	i	två	ekvationer	utifrån	givna	asymptoter	

	

	

Innehållsområde:	Algebra	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	Av	de	svenska	eleverna	anger	29	procent	det	korrekta	svaret	och	ungefär	lika	stor	andel	
anger	svarsalternativ	B.	Det	är	ungefär	samma	andelar	som	i	Norge	(31	respektive	27	procent).	
Andelen	korrekta	svar	skiljer	sig	mindre	mellan	länder	för	den	här	uppgiften	än	den	gör	för	många	
andra	uppgifter.	Den	högsta	andelen	är	56	procent	(Libanon)	och	den	lägsta	27	procent	(Italien).	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(D)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

I	uppgiften	anges	att	funktionen	har	två	asymptoter:	den	vertikala	linje	som	går	genom	alla	punkter	
med	x-koordinaten	-2	och	den	horisontella	linje	som	går	genom	alla	punkter	med	y-koordinaten	7.	
Det	betyder	bland	annat	att	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</

;<=
	inte	kan	vara	definierat	då	𝑥𝑥 = −2	och	då	𝑦𝑦 = 7.	

Insättning	av	𝑥𝑥 = −2	i	uttrycket	innebär	att	det	är	odefinierat	för	𝑏𝑏 = 2.	Om	elever	kommer	så	här	
långt	finns	bara	alternativen	B	och	D	att	välja	på.	Eftersom	de	svenska	eleverna	valt	de	här	
svarsalternativen	i	samma	utsträckning	kan	det	vara	så	att	det	inte	kommit	längre,	utan	chansat	på	
vilket	av	de	två	alternativen	som	var	det	rätta.	

För	att	komma	vidare	behöver	uttrycket	𝑦𝑦 = :;</
;<=

	bearbetas	algebraiskt	så	att	det	uttrycker	x	som	

funktion	av	y,	𝑥𝑥 = /?@=
@?:

.	Detta	uttryckt	är	inte	definierat	då	𝑦𝑦 = 7	om	𝑎𝑎 = 7,	för	då	är	täljaren	lika	

med	noll.	

	 	

. Detta uttryckt är inte definierat då 

y = 7  om a = 7 , för då är täljaren lika med noll.
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Uppgift 5. Bestämma gränsvärdet för en exponentialfunktion

M4 Page 3

M
A
33

05
0

 
Grafen till       har asymptoterna x = −2 och y = 7. 

Vilka värden har a och b ?

a a = −2, b = 7

b a = −7, b = 2 

c a = 2, b = 7

d a = 7, b = 2

= +
+

f x ax
x b

( ) 5

M
A
33

04
6

Bestäm 

a –2

b 0

c 

d 4

1
4

→∞

−



lim 2

1 2

x
x

M4_04

M4_05

Innehållsområde: Differential- och integralkalkyl

Kognitivt område: Veta

Resultat: I Sverige är det 58 procent av eleverna som anger det korrekta svaret, 
och inget av de andra svarsalternativen är mer vanligt än något annat. Det 
svenska resultatet är ungefär samma som resultatet för Slovenien och USA. 
Bland de norska eleverna har 66 procent rätt på uppgiften.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (C)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Det finns två huvudsakliga vägar att lösa uppgiften, och båda förutsätter  
inledningsvis att eleven kan tolka vad 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 betyder. Den ena lösningen bygger på

resonemanget att när x går mot oändligheten, går 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 mot 2(0–2) = 2–2 = 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

. 
För att den vägen ska vara framkomlig behöver eleven inse att 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 går mot noll då
x går mot oändligheten. I det andra lösningsalternativet används en av

potenslagarna för att konstatera att 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

. Även här är behövs insikten
att 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 går mot noll då x går mot oändligheten. Eftersom 2

TIMSS	ADVANCED	2015	UPPGIFTER	I	MATEMATIK			 8	
	

Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 då går mot 20 = 1,
kommer hela uttrycket att gå mot 
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Uppgift	5:	Bestämma	gränsvärdet	för	en	exponentialfunktion	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	är	det	58	procent	av	eleverna	som	anger	det	korrekta	svaret,	och	inget	av	de	
andra	svarsalternativen	är	mer	vanligt	än	något	annat.	Det	svenska	resultatet	är	ungefär	samma	som	
resultatet	för	Slovenien	och	USA.	Bland	de	norska	eleverna	har	66	procent	rätt	på	uppgiften.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(C)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Det	finns	två	huvudsakliga	vägar	att	lösa	uppgiften,	och	båda	förutsätter	inledningsvis	att	eleven	kan	
tolka	vad	 lim

;→E
	betyder.	Den	ena	lösningen	bygger	på	resonemanget	att	när	x	går	mot	oändligheten,	

går	2
F
G?& 	mot	2 -?& = 2?& = %

H
	.	För	att	den	vägen	ska	vara	framkomlig	behöver	eleven	inse	att	%

;
	

går	mot	noll	då	x	går	mot	oändligheten.	I	det	andra	lösningsalternativet	används	en	av	potenslagarna	

för	att	konstatera	att		2
F
G?& = &

F
G

&,
= &

F
G

H
	.	Även	här	är	behövs	insikten	att	%

;
	går	mot	noll	då	x	går	mot	

oändligheten.	Eftersom	2
F
G	då	går	mot	2- = 1,	kommer	hela	uttrycket	att	gå	mot	%

H
	.	

Gränsvärden	har	en	relativt	blygsam	plats	i	det	centrala	innehållet	i	kurserna	Matematik	3b	och	3c,	
där	det	står	att	undervisningen	ska	ge	en	orientering	kring	begreppet	gränsvärde.	Mot	den	
bakgrunden	kan	resultatet	att	sex	av	tio	svenska	elever	svarar	korrekt	på	denna	gränsvärdesuppgift	
anses	relativt	bra.	

	 	

 .

Gränsvärden har en relativt blygsam plats i det centrala innehållet i kurserna 
Matematik 3b och 3c, där det står att undervisningen ska ge en orientering 
kring begreppet gränsvärde. Mot den bakgrunden kan resultatet att sex av tio 
svenska elever svarar korrekt på denna gränsvärdesuppgift anses relativt bra.
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Uppgift 6. Bestämma derivatan för kvadraten på en 
sammansatt funktion

M4 Page 4

M
A
33

16
2

Låt h vara en deriverbar funktion av x. 

Vad är derivatan av    med avseende på x ?

a   

b   

c   

d   

h xsin ( )2 ( )

h x h x2 sin ( ) ( )( ) ′

( ) ( ) ′h x h x h x2 sin ( ) cos ( ) ( )

h x h x2 sin ( ) cos ( )( ) ( )

h x h x2 sin ( ) cos ( )( ) ( )′

M4_06

Innehållsområde: Differential- och integralkalkyl

Kognitivt område: Veta

Resultat: 40 procent av de svenska eleverna ger det korrekta svaret på uppgiften.  
Det är ungefär samma andel som i Norge och Portugal. Endast Frankrike har  
ett sämre resultat, med 26 procent. Bäst är specialisteleverna i Ryssland  
(66 procent), men även eleverna i USA presterar bra på uppgiften (58 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (B)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om en sammansatt funktion som ska deriveras. Formelbladet 
visar hur man deriverar en sammansatt funktion, däremot inte hur man derive-
rar sin2x. En felaktig sådan derivering kan leda till svaret i det felaktiga svarsal-
ternativet A. Uppgiften är standardmässig i den svenska gymnasieskolan, men 
avsaknaden av en formelsamling med derivator till trigonometriska funktioner 
kan möjligen ha försvårat den för svenska elever. Dessutom kräver uppgiften en 
lösning i två steg, vilket gör den något mer komplex. Antingen kan eleverna til�-
lämpa den så kallade  kedjeregeln två gånger eller så kan de tillämpa kedjeregeln 
och produktregeln för derivering.
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Uppgift 7. Känna igen grafen till en funktion utifrån grafen  
till funktionens derivata

M4 Page 5

M
A
33

16
3

Figuren visar grafen för förstaderivatan av funktionen f.

Vilken graf representerar bäst funktionen f ?

a  b

c  d

f x( )′

f x( )

f x( )

f x( )

f x( )

1–1–2 2 3 4 5 x

2–2 4 6 x2–2 4 6 x

2–2 4 6 x2–2 4 6 x

M4_07
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Innehållsområde: Differential- och integralkalkyl

Kognitivt område: Resonera

Resultat: Nästan hälften av de svenska eleverna (49 procent) svarar rätt på 
denna uppgift. Spridningen mellan länder är liten på denna uppgift och Sveriges 
resultat placerar sig någonstans i mitten, med bättre resultat än Slovenien  
(34 procent) och Italien (32 procent) och ungefär samma som Norge (53 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (D)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
I denna uppgift är grafen till förstaderivatan given och eleven ska välja det svars-
alternativ där grafen till tillhörande funktion är skissad. Uppgiften är eventuellt 
något omvänd mot vad som är vanligast i den svenska skolan. Derivatans graf 
har nollställen då x = –1 och x = 4. Då ska funktionen ha ett max- eller minimi-
värde vid dessa x-värden. Det har den i alternativ D. Graferna i alternativ B och 
C har nollställen (inte lokala extrempunkter) i x = –1 och 4. I alternativ A har 
grafen ett minimivärde och nollställe (inte extrempunkt) i x = –1, och nollställe 
(inte extrempunkt) i x = 4. 

Alternativ C kan uppfattas som mindre troligt eftersom grafen inte har den 
symmetriska karaktär som eleverna är mest vana vid. Grafen till funktionens 
derivata ser ut som en andragradsfunktion, och eleverna kan förvänta sig  
utseendet hos en tredjegradsfunktion i svarsalternativen.
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Uppgift 8. Bestämma värdemängd för en integral där övre 
integrationsgränsen varierar

M4 Page 6

M
A
33

06
6

Låt a och b vara reella tal som uppfyller villkoren a > 2 och        .

Vilket uttryck visar alla möjliga värden för b ?

a b ≥ –1

b b > 0

c b > 2

d b > 3

∫ =x dx b2
a

1

M
A
33

18
2

Vilket värde har        ?

a 

b 

c 

d 

a

60° 45°

b

a
b

2

2

2
3

2
3

2
3

3
2

M4_08

M4_09

Innehållsområde: Differential- och integralkalkyl

Kognitivt område: Resonera

Resultat: I Sverige svarar 38 procent av eleverna rätt på denna uppgift, vilket 
är ungefär samma resultat som i Frankrike och Slovenien. I Norge är motsva-
rande andel 47 procent. Även det inkorrekta svaret C är vanligt i många länder, 
inklusive Sverige.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (D)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
I denna uppgift finns ett integraluttryck 

Eleverna löser rimligen uppgiften genom att bestämma integralen och sedan 
undersöka vilka värden på b som är möjliga om a > 2. 
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Uppgift	8:	Bestämma	värdemängd	för	en	integral	där	övre	integrationsgränsen	varierar	

	

	

Innehållsområde:	Differential-	och	integralkalkyl	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	svarar	38	procent	av	eleverna	rätt	på	denna	uppgift,	vilket	är	ungefär	samma	
resultat	som	i	Frankrike	och	Slovenien.	I	Norge	är	motsvarande	andel	47	procent.	Även	det	inkorrekta	
svaret	C	är	vanligt	i	många	länder,	inklusive	Sverige.	

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(D)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

I	denna	uppgift	finns	ett	integraluttryck		

Eleverna	löser	rimligen	uppgiften	genom	att	bestämma	integralen	och	sedan	undersöka	vilka	värden	
på	b	som	är	möjliga	om	a	>	2.		

2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥& 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎& − 1 = 𝑏𝑏
:

%

	

Om	a	>	2	kommer	b	att	vara	större	än	3.	

Uppgiften	är	ingen	standarduppgift	genom	att	den	kombinerar	bestämningen	av	en	integral	med	
icke-linjära	olikheter,	vilket	motiverar	att	uppgiften	kategoriserats	som	en	uppgift	där	eleven	måste	
resonera.		 	

Om a > 2 kommer b att vara större än 3.

Uppgiften är ingen standarduppgift genom att den kombinerar bestämningen 
av en integral med icke-linjära olikheter, vilket motiverar att uppgiften kategori-
serats som en uppgift där eleven måste resonera. 
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Uppgift 9. Bestämma kvoten mellan kvadraten på två sidor  
i en triangel

M4 Page 6

M
A
33

06
6

Låt a och b vara reella tal som uppfyller villkoren a > 2 och        .

Vilket uttryck visar alla möjliga värden för b ?

a b ≥ –1

b b > 0

c b > 2

d b > 3

∫ =x dx b2
a

1

M
A
33

18
2

Vilket värde har        ?

a 

b 

c 

d 

a

60° 45°

b

a
b

2

2

2
3

2
3

2
3

3
2

M4_08

M4_09

M4 Page 6

M
A
33

06
6

Låt a och b vara reella tal som uppfyller villkoren a > 2 och        .

Vilket uttryck visar alla möjliga värden för b ?

a b ≥ –1

b b > 0

c b > 2

d b > 3

∫ =x dx b2
a

1

M
A
33

18
2

Vilket värde har        ?

a 

b 

c 

d 

a

60° 45°

b

a
b

2

2

2
3

2
3

2
3

3
2

M4_08

M4_09

Innehållsområde: Geometri

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Andelen korrekta svar är 34 procent i Sverige. Många länder presterar 
ungefär på denna nivå och det är egentligen bara Ryssland (59 procent) och 
Libanon (62 procent) som tydligt avviker med högre resultat. 

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (A)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
En rimlig lösningsmetod för svenska elever är att använda sig av sinussatsen, som
direkt leder till ekvationen 
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Uppgift	9:	Bestämma	kvoten	mellan	kvadraten	på	två	sidor	i	en	triangel	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Andelen	korrekta	svar	är	34	procent	i	Sverige.	Många	länder	presterar	ungefär	på	denna	
nivå	och	det	är	egentligen	bara	Ryssland	(59	procent)	och	Libanon	(62	procent)	som	tydligt	avviker	
med	högre	resultat.		

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(A)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

En	rimlig	lösningsmetod	för	svenska	elever	är	att	använda	sig	av	sinussatsen,	som	direkt	leder	till	

ekvationen	 :
MNO (-

= =
MNO H/

.	Uttrycket	skrivs	om	till	:
=
= MNO (-

MNO H/
	,	och	eleven	kan	nu	sätta	in	siffervärden	

för	sin	60	och	sin	45.	Exakta	sådana	sinusvärden	finns	i	formelbladet,	vilket	leder	till	uttrycket	:
=
=

P
,
,
,

.	

Här	måste	eleverna	utföra	en	förenkling	som	bygger	på	division	av	bråk,	vilket	vanligen	uppfattas	
som	något	svenska	elever	brukar	ha	svårigheter	med.	

	:
=
=

P
,
,
,

= Q
&
∙ &

&
= Q

&
	

Sista	steget	är	att	bestämma		:
,

=,
= Q

&

&
= Q

&
	

I	denna	uppgift	kan	sinussatsen	tillämpas	direkt	och	de	sinusvärden	som	behövs	finns	i	formelbladet.	
Uppgiften	har	ett	tydligt	algebraiskt	inslag,	och	kräver	beräkning	med	bråk.		

Båda	dessa	områden	har	bland	annat	i	internationella	studier	av	grundskolan	visat	sig	vara	en	särskild	
utmaning	för	svenska	elever.	 	

. Uttrycket skrivs om till 
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Uppgift	9:	Bestämma	kvoten	mellan	kvadraten	på	två	sidor	i	en	triangel	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Andelen	korrekta	svar	är	34	procent	i	Sverige.	Många	länder	presterar	ungefär	på	denna	
nivå	och	det	är	egentligen	bara	Ryssland	(59	procent)	och	Libanon	(62	procent)	som	tydligt	avviker	
med	högre	resultat.		

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(A)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

En	rimlig	lösningsmetod	för	svenska	elever	är	att	använda	sig	av	sinussatsen,	som	direkt	leder	till	

ekvationen	 :
MNO (-

= =
MNO H/

.	Uttrycket	skrivs	om	till	:
=
= MNO (-

MNO H/
	,	och	eleven	kan	nu	sätta	in	siffervärden	

för	sin	60	och	sin	45.	Exakta	sådana	sinusvärden	finns	i	formelbladet,	vilket	leder	till	uttrycket	:
=
=

P
,
,
,

.	

Här	måste	eleverna	utföra	en	förenkling	som	bygger	på	division	av	bråk,	vilket	vanligen	uppfattas	
som	något	svenska	elever	brukar	ha	svårigheter	med.	

	:
=
=

P
,
,
,

= Q
&
∙ &

&
= Q

&
	

Sista	steget	är	att	bestämma		:
,

=,
= Q

&

&
= Q

&
	

I	denna	uppgift	kan	sinussatsen	tillämpas	direkt	och	de	sinusvärden	som	behövs	finns	i	formelbladet.	
Uppgiften	har	ett	tydligt	algebraiskt	inslag,	och	kräver	beräkning	med	bråk.		

Båda	dessa	områden	har	bland	annat	i	internationella	studier	av	grundskolan	visat	sig	vara	en	särskild	
utmaning	för	svenska	elever.	 	

,

och eleven kan nu sätta in siffervärden för sin 60 och sin 45. Exakta sådana 

sinusvärden finns i formelbladet, vilket leder till uttrycket 
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Uppgift	9:	Bestämma	kvoten	mellan	kvadraten	på	två	sidor	i	en	triangel	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Andelen	korrekta	svar	är	34	procent	i	Sverige.	Många	länder	presterar	ungefär	på	denna	
nivå	och	det	är	egentligen	bara	Ryssland	(59	procent)	och	Libanon	(62	procent)	som	tydligt	avviker	
med	högre	resultat.		

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(A)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

En	rimlig	lösningsmetod	för	svenska	elever	är	att	använda	sig	av	sinussatsen,	som	direkt	leder	till	

ekvationen	 :
MNO (-

= =
MNO H/

.	Uttrycket	skrivs	om	till	:
=
= MNO (-

MNO H/
	,	och	eleven	kan	nu	sätta	in	siffervärden	

för	sin	60	och	sin	45.	Exakta	sådana	sinusvärden	finns	i	formelbladet,	vilket	leder	till	uttrycket	:
=
=

P
,
,
,

.	

Här	måste	eleverna	utföra	en	förenkling	som	bygger	på	division	av	bråk,	vilket	vanligen	uppfattas	
som	något	svenska	elever	brukar	ha	svårigheter	med.	

	:
=
=

P
,
,
,

= Q
&
∙ &

&
= Q

&
	

Sista	steget	är	att	bestämma		:
,

=,
= Q

&

&
= Q

&
	

I	denna	uppgift	kan	sinussatsen	tillämpas	direkt	och	de	sinusvärden	som	behövs	finns	i	formelbladet.	
Uppgiften	har	ett	tydligt	algebraiskt	inslag,	och	kräver	beräkning	med	bråk.		

Båda	dessa	områden	har	bland	annat	i	internationella	studier	av	grundskolan	visat	sig	vara	en	särskild	
utmaning	för	svenska	elever.	 	

 Här måste

eleverna utföra en förenkling som bygger på division av bråk, vilket vanligen 
uppfattas som något svenska elever brukar ha svårigheter med.
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Uppgift	9:	Bestämma	kvoten	mellan	kvadraten	på	två	sidor	i	en	triangel	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Andelen	korrekta	svar	är	34	procent	i	Sverige.	Många	länder	presterar	ungefär	på	denna	
nivå	och	det	är	egentligen	bara	Ryssland	(59	procent)	och	Libanon	(62	procent)	som	tydligt	avviker	
med	högre	resultat.		

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(A)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

En	rimlig	lösningsmetod	för	svenska	elever	är	att	använda	sig	av	sinussatsen,	som	direkt	leder	till	

ekvationen	 :
MNO (-

= =
MNO H/

.	Uttrycket	skrivs	om	till	:
=
= MNO (-

MNO H/
	,	och	eleven	kan	nu	sätta	in	siffervärden	

för	sin	60	och	sin	45.	Exakta	sådana	sinusvärden	finns	i	formelbladet,	vilket	leder	till	uttrycket	:
=
=

P
,
,
,

.	

Här	måste	eleverna	utföra	en	förenkling	som	bygger	på	division	av	bråk,	vilket	vanligen	uppfattas	
som	något	svenska	elever	brukar	ha	svårigheter	med.	

	:
=
=

P
,
,
,

= Q
&
∙ &

&
= Q

&
	

Sista	steget	är	att	bestämma		:
,

=,
= Q

&

&
= Q

&
	

I	denna	uppgift	kan	sinussatsen	tillämpas	direkt	och	de	sinusvärden	som	behövs	finns	i	formelbladet.	
Uppgiften	har	ett	tydligt	algebraiskt	inslag,	och	kräver	beräkning	med	bråk.		

Båda	dessa	områden	har	bland	annat	i	internationella	studier	av	grundskolan	visat	sig	vara	en	särskild	
utmaning	för	svenska	elever.	 	

Sista steget är att bestämma  
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Uppgift	9:	Bestämma	kvoten	mellan	kvadraten	på	två	sidor	i	en	triangel	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Andelen	korrekta	svar	är	34	procent	i	Sverige.	Många	länder	presterar	ungefär	på	denna	
nivå	och	det	är	egentligen	bara	Ryssland	(59	procent)	och	Libanon	(62	procent)	som	tydligt	avviker	
med	högre	resultat.		

Bedömningsanvisning:	Korrekt	svar	(A)	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

En	rimlig	lösningsmetod	för	svenska	elever	är	att	använda	sig	av	sinussatsen,	som	direkt	leder	till	

ekvationen	 :
MNO (-

= =
MNO H/

.	Uttrycket	skrivs	om	till	:
=
= MNO (-

MNO H/
	,	och	eleven	kan	nu	sätta	in	siffervärden	

för	sin	60	och	sin	45.	Exakta	sådana	sinusvärden	finns	i	formelbladet,	vilket	leder	till	uttrycket	:
=
=

P
,
,
,

.	

Här	måste	eleverna	utföra	en	förenkling	som	bygger	på	division	av	bråk,	vilket	vanligen	uppfattas	
som	något	svenska	elever	brukar	ha	svårigheter	med.	

	:
=
=

P
,
,
,

= Q
&
∙ &

&
= Q

&
	

Sista	steget	är	att	bestämma		:
,

=,
= Q

&

&
= Q

&
	

I	denna	uppgift	kan	sinussatsen	tillämpas	direkt	och	de	sinusvärden	som	behövs	finns	i	formelbladet.	
Uppgiften	har	ett	tydligt	algebraiskt	inslag,	och	kräver	beräkning	med	bråk.		

Båda	dessa	områden	har	bland	annat	i	internationella	studier	av	grundskolan	visat	sig	vara	en	särskild	
utmaning	för	svenska	elever.	 	

I denna uppgift kan sinussatsen tillämpas direkt och de sinusvärden som behövs 
finns i formelbladet. Uppgiften har ett tydligt algebraiskt inslag, och kräver 
beräkning med bråk. 

Båda dessa områden har bland annat i internationella studier av grundskolan 
visat sig vara en särskild utmaning för svenska elever.
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Uppgift 10. Bestämma maximala antalet djur utifrån  
en periodisk funktion

M4 Page 7

Antalet djur i en viss population P(t) varierar periodiskt med tiden t. 
Sambandet kan beskrivas med

 

Vad är det maximala antalet djur? 

Ange en av de tidpunkter då antalet djur är maximalt.

Maximalt antal djur: 

P(t) = ________________

En tidpunkt då antalet djur är maximalt: 

t = ________________

M
A
33

23
2

M4_10

P t t( ) 900 600 sin(
3

)π= + +

Innehållsområde: Geometri

Kognitivt område: Resonera

Resultat: I Sverige får 18 procent av eleverna full poäng på uppgiften, och 
ytterligare 32 procent får 1 poäng. De som får 1 poäng har kommit fram till det 
maximala antalet djur, men inte redovisat en korrekt tidpunkt då antalet djur  
är maximalt. Vissa länder presterar bättre än Sverige och andra sämre, till  
exempel är andelen elever med full poäng på uppgiften 28 procent i Norge och 
13 procent i Frankrike.

Bedömningsanvisning: 
Korrekt svar ger två poäng:

	 P(t) = 1500
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Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	

 (eller vilket annat värde som helst av typen 

TIMSS	ADVANCED	2015	UPPGIFTER	I	MATEMATIK			 14	
	

Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	

)

Endast P(t) korrekt eller endast t korrekt ger en poäng.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar: 
Uppgiften handlar om att bestämma vad en viss matematisk funktion har 
för maxvärde och när detta inträffar. Bland de svenska eleverna kan hälften 
bestämma maxvärdet, men mindre än en av fem elever kan svara på när maxvär-
det inträffar.

Uppgiften kan lösas på olika sätt.



TIMSS ADVANCED 2015 FRISLÄPPTA UPPGIFTER    15

Ett kvalitativt resonemang är att maxvärdet måste inträffa när sinusvärdet är 
som störst. Eftersom sinusvärdet inte kan vara större än 1 måste maxvärdet vara 
900 + 600 = 1500. För att utifrån detta resonemang ta reda på tidpunkten då 
detta inträffar krävs kunskap om att sin x = 1 då x = 
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Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	

 

(egentligen x = 
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Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	

 + n · 2n). Det betyder att ett maxvärde måste finnas då 

t + 
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Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	

 . Det betyder att t = 
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Uppgift	10:	Bestämma	maximala	antalet	djur	utifrån	en	periodisk	funktion	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	får	18	procent	av	eleverna	full	poäng	på	uppgiften,	och	ytterligare	32	procent	får	1	
poäng.	De	som	får	1	poäng	har	kommit	fram	till	det	maximala	antalet	djur,	men	inte	redovisat	en	
korrekt	tidpunkt	då	antalet	djur	är	maximalt.	Vissa	länder	presterar	bättre	än	Sverige	och	andra	
sämre,	till	exempel	är	andelen	elever	med	full	poäng	på	uppgiften	28	procent	i	Norge	och	13	procent	
i	Frankrike.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	ger	två	poäng:	

	 𝑃𝑃 𝑡𝑡 = 1500	
	 𝑡𝑡 = U

(
	(eller	vilket	annat	värde	som	helst	av	typen	U

(
+ 2𝑘𝑘𝑘𝑘)	

Endast	𝑃𝑃 𝑡𝑡 	korrekt	eller	endast	t	korrekt	ger	en	poäng.	

	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	Uppgiften	handlar	om	att	bestämma	vad	en	viss	
matematisk	funktion	har	för	maxvärde	och	när	detta	inträffar.	Bland	de	svenska	eleverna	kan	hälften	
bestämma	maxvärdet,	men	mindre	än	en	av	fem	elever	kan	svara	på	när	maxvärdet	inträffar.	

Uppgiften	kan	lösas	på	olika	sätt.	

Ett	kvalitativt	resonemang	är	att	maxvärdet	måste	inträffa	när	sinusvärdet	är	som	störst.	Eftersom	
sinusvärdet	är	som	högst	lika	med	1	så	måste	maxvärdet	vara	900	+	600	=	1500.	För	att	utifrån	detta	
resonemang	ta	reda	på	tidpunkten	då	detta	inträffar	kräver	kunskap	om	att	sin	x	=	1	då	𝑥𝑥 = U

&
	

(egentligen	𝑥𝑥 = U
&
+ 𝑛𝑛 ∙ 2𝜋𝜋).	Det	betyder	att	ett	maxvärde	måste	finnas	då	𝑡𝑡 + U

Q
= U

&
	.	Det	betyder	att	

𝑡𝑡 = U
&
− U

Q
= QU?&U

(
= U

(
	.	För	att	svara	på	fråga	B	måste	eleven	hantera	bråkräkning,	vilket	kan	vara	en	

orsak	till	att	elever	som	kan	svara	på	fråga	A	har	så	svårt	att	svara	på	fråga	B.	
För att svara på fråga B

måste eleven hantera bråkräkning, vilket kan vara en orsak till att elever som 
kan svara på fråga A har så svårt att svara på fråga B.

En mer procedurinriktad lösning är att derivera funktionen och sätta derivatan 
lika med noll. Det betyder att eleven måste derivera en sinusfunktion, vilket de 
definitivt gjort på matematiklektionerna. Det tillgängliga formelbladet inne-
håller dock inte någon formel för detta, vilket tvingar eleverna att lita till sitt 
minne och komma ihåg hur det var eller härleda derivatan. Korrekt bestämd

derivata som sätts lika med noll leder till ekvationen 600 cos 
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En	mer	procedurinriktad	lösning	är	att	derivera	funktionen	och	sätta	derivatan	lika	med	noll.	Det	
betyder	att	eleven	måste	derivera	en	sinusfunktion,	vilket	de	definitivt	gjort	på	
matematiklektionerna.	Det	tillgängliga	formelbladet	innehåller	dock	inte	någon	formel	för	detta,	
vilket	tvingar	eleverna	att	lita	till	sitt	minne	och	komma	ihåg	hur	det	var	eller	härleda	derivatan.	

Korrekt	bestämd	derivata	som	sätts	lika	med	noll	leder	till	ekvationen	600 cos 𝑡𝑡 + U
Q

= 0.	Här	kan	
elever	som	har	en	symbolhanterande	miniräknare	använda	den	för	att	lösa	ekvationen,	men	elever	

kan	också	föra	ett	resonemang	om	att	cosinusvärdet	är	noll	då	 𝑡𝑡 + U
Q

= U
&
	.	Med	enkel	bråkräkning	

kan	sedan	en	av	de	tidpunkter	där	maxvärdet	återfinns	beräknas.	Genom	att	sätta	in	detta	värde	för	t	
i	den	ursprungliga	funktionen	kan	maxvärdet	beräknas.	Den	här	uppgiften	kräver	inte	att	eleven	
redovisar	ett	resonemang	som	visar	att	detta	är	en	maxpunkt,	och	inte	en	minpunkt.	

Denna	metod	leder	fram	till	korrekt	tid	först,	och	detta	värde	används	sedan	för	att	beräkna	
maxvärdet.	Eftersom	praktiskt	taget	ingen	elev	endast	bestämt	tiden	korrekt	(0,5	procent	av	
eleverna),	verkar	det	inte	vara	så	många	som	genomfört	denna	metod.	Eleverna	kan	ha	försökt,	men	
fastnat	på	något	steg	före	den	korrekta	bestämningen	av	tiden.	

En	tredje	metod,	som	kan	minska	risken	för	fel	och	ta	bort	många	av	utmaningarna	som	presenterats	
ovan,	är	att	använda	en	grafritande	räknare	(eller	motsvarande)	och	helt	enkelt	rita	upp	funktionen	
och	avläsa	i	grafen.	

Denna	uppgift	handlar	om	en	population	som	varierar	periodisk	och	denna	typ	av	uppgift	är	bekant	
för	eleverna	och	borde	snarare	klassas	som	en	tillämpning	än	resonemangsuppgift	som	är	fallet.	För	
svenska	elever	kan	uppgiften	ses	som	en	tillämpning	av	derivata,	och	en	standardmässig	sådan	som	
är	vanlig	i	läroböckerna.	Med	hjälp	av	en	grafritande	räknare	blir	uppgiften	okomplicerad,	och	den	
låga	andelen	korrekta	svar	för	svenska	elever	skulle	kunna	tyda	på	att	de	inte	kan	använda	sin	
räknare	på	ett	korrekt	sätt.	Det	är	ett	närmast	överraskande	dåligt	resultat	för	svenska	elever	på	
denna	uppgift.		 	

 = 0. 

Här kan elever som har en symbolhanterande miniräknare använda den för att 
lösa ekvationen, men elever kan också föra ett resonemang om att cosinusvärdet
är noll då 
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betyder	att	eleven	måste	derivera	en	sinusfunktion,	vilket	de	definitivt	gjort	på	
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Korrekt	bestämd	derivata	som	sätts	lika	med	noll	leder	till	ekvationen	600 cos 𝑡𝑡 + U
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= 0.	Här	kan	
elever	som	har	en	symbolhanterande	miniräknare	använda	den	för	att	lösa	ekvationen,	men	elever	

kan	också	föra	ett	resonemang	om	att	cosinusvärdet	är	noll	då	 𝑡𝑡 + U
Q

= U
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	.	Med	enkel	bråkräkning	

kan	sedan	en	av	de	tidpunkter	där	maxvärdet	återfinns	beräknas.	Genom	att	sätta	in	detta	värde	för	t	
i	den	ursprungliga	funktionen	kan	maxvärdet	beräknas.	Den	här	uppgiften	kräver	inte	att	eleven	
redovisar	ett	resonemang	som	visar	att	detta	är	en	maxpunkt,	och	inte	en	minpunkt.	

Denna	metod	leder	fram	till	korrekt	tid	först,	och	detta	värde	används	sedan	för	att	beräkna	
maxvärdet.	Eftersom	praktiskt	taget	ingen	elev	endast	bestämt	tiden	korrekt	(0,5	procent	av	
eleverna),	verkar	det	inte	vara	så	många	som	genomfört	denna	metod.	Eleverna	kan	ha	försökt,	men	
fastnat	på	något	steg	före	den	korrekta	bestämningen	av	tiden.	

En	tredje	metod,	som	kan	minska	risken	för	fel	och	ta	bort	många	av	utmaningarna	som	presenterats	
ovan,	är	att	använda	en	grafritande	räknare	(eller	motsvarande)	och	helt	enkelt	rita	upp	funktionen	
och	avläsa	i	grafen.	

Denna	uppgift	handlar	om	en	population	som	varierar	periodisk	och	denna	typ	av	uppgift	är	bekant	
för	eleverna	och	borde	snarare	klassas	som	en	tillämpning	än	resonemangsuppgift	som	är	fallet.	För	
svenska	elever	kan	uppgiften	ses	som	en	tillämpning	av	derivata,	och	en	standardmässig	sådan	som	
är	vanlig	i	läroböckerna.	Med	hjälp	av	en	grafritande	räknare	blir	uppgiften	okomplicerad,	och	den	
låga	andelen	korrekta	svar	för	svenska	elever	skulle	kunna	tyda	på	att	de	inte	kan	använda	sin	
räknare	på	ett	korrekt	sätt.	Det	är	ett	närmast	överraskande	dåligt	resultat	för	svenska	elever	på	
denna	uppgift.		 	

 = 
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En	mer	procedurinriktad	lösning	är	att	derivera	funktionen	och	sätta	derivatan	lika	med	noll.	Det	
betyder	att	eleven	måste	derivera	en	sinusfunktion,	vilket	de	definitivt	gjort	på	
matematiklektionerna.	Det	tillgängliga	formelbladet	innehåller	dock	inte	någon	formel	för	detta,	
vilket	tvingar	eleverna	att	lita	till	sitt	minne	och	komma	ihåg	hur	det	var	eller	härleda	derivatan.	

Korrekt	bestämd	derivata	som	sätts	lika	med	noll	leder	till	ekvationen	600 cos 𝑡𝑡 + U
Q

= 0.	Här	kan	
elever	som	har	en	symbolhanterande	miniräknare	använda	den	för	att	lösa	ekvationen,	men	elever	

kan	också	föra	ett	resonemang	om	att	cosinusvärdet	är	noll	då	 𝑡𝑡 + U
Q

= U
&
	.	Med	enkel	bråkräkning	

kan	sedan	en	av	de	tidpunkter	där	maxvärdet	återfinns	beräknas.	Genom	att	sätta	in	detta	värde	för	t	
i	den	ursprungliga	funktionen	kan	maxvärdet	beräknas.	Den	här	uppgiften	kräver	inte	att	eleven	
redovisar	ett	resonemang	som	visar	att	detta	är	en	maxpunkt,	och	inte	en	minpunkt.	

Denna	metod	leder	fram	till	korrekt	tid	först,	och	detta	värde	används	sedan	för	att	beräkna	
maxvärdet.	Eftersom	praktiskt	taget	ingen	elev	endast	bestämt	tiden	korrekt	(0,5	procent	av	
eleverna),	verkar	det	inte	vara	så	många	som	genomfört	denna	metod.	Eleverna	kan	ha	försökt,	men	
fastnat	på	något	steg	före	den	korrekta	bestämningen	av	tiden.	

En	tredje	metod,	som	kan	minska	risken	för	fel	och	ta	bort	många	av	utmaningarna	som	presenterats	
ovan,	är	att	använda	en	grafritande	räknare	(eller	motsvarande)	och	helt	enkelt	rita	upp	funktionen	
och	avläsa	i	grafen.	

Denna	uppgift	handlar	om	en	population	som	varierar	periodisk	och	denna	typ	av	uppgift	är	bekant	
för	eleverna	och	borde	snarare	klassas	som	en	tillämpning	än	resonemangsuppgift	som	är	fallet.	För	
svenska	elever	kan	uppgiften	ses	som	en	tillämpning	av	derivata,	och	en	standardmässig	sådan	som	
är	vanlig	i	läroböckerna.	Med	hjälp	av	en	grafritande	räknare	blir	uppgiften	okomplicerad,	och	den	
låga	andelen	korrekta	svar	för	svenska	elever	skulle	kunna	tyda	på	att	de	inte	kan	använda	sin	
räknare	på	ett	korrekt	sätt.	Det	är	ett	närmast	överraskande	dåligt	resultat	för	svenska	elever	på	
denna	uppgift.		 	

. Med enkel bråkräkning kan sedan en av de tidpunkter

där maxvärdet återfinns beräknas. Genom att sätta in detta värde för t i den 
ursprungliga funktionen kan maxvärdet beräknas. Den här uppgiften kräver 
inte att eleven redovisar ett resonemang som visar att detta är en maxpunkt, och 
inte en minpunkt.

Denna metod leder fram till korrekt tid först, och detta värde används sedan för 
att beräkna maxvärdet. Eftersom praktiskt taget ingen elev endast bestämt tiden 
korrekt (0,5 procent av eleverna), verkar det inte vara så många som genomfört 
denna metod. Eleverna kan ha försökt, men fastnat på något steg före den kor-
rekta bestämningen av tiden.

En tredje metod, som kan minska risken för fel och ta bort många av utmaning-
arna som presenterats ovan, är att använda en grafritande räknare (eller motsva-
rande) och helt enkelt rita upp funktionen och avläsa i grafen.

Denna uppgift handlar om en population som varierar periodisk och denna 
typ av uppgift är bekant för eleverna och borde därmed snarare klassas som en 
tillämpning än som en resonemangsuppgift. För svenska elever kan uppgiften 
ses som en tillämpning av derivata, och en standardmässig sådan som är vanlig i 
läroböckerna. Med hjälp av en grafritande räknare blir uppgiften okomplicerad, 
och den låga andelen korrekta svar för svenska elever skulle kunna tyda på att de 
inte kan använda sin räknare på ett korrekt sätt. De svenska elevernas lösnings-
frekvens på denna uppgift kan uppfattas som överraskande låg.
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Uppgift 11. Visa att givna punkter i ett koordinatsystem är hörn 
i en parallellogram

M4 Page 8

M
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33
17
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Hörnen i fyrhörningen ABCD är A (–2, –3), B (–5, 4), C (0, 7), och  
D (3, 0).

Visa att ABCD är en parallellogram. 

C

A

D

B

y

x

M4_11

Innehållsområde: Geometri

Kognitivt område: Resonera

Resultat: I Sverige var det 18 procent av eleverna som löste uppgiften på ett 
godtagbart sätt. Det är den lägsta andelen av de deltagande länderna. I Norge 
var andelen korrekta svar 54 procent, och en majoritet av eleverna använde sig 
av vektorer för att lösa uppgiften. I Sverige var det mycket få elever, mindre än  
1 procent, som använde den metoden.

Bedömningsanvisning: 
Elevsvaret ska visa att ABCD är en parallellogram genom att jämföra sidornas 
längder eller lutning.

Exempel:
•	 Visar att motsatta sidor lutar lika mycket (kAB = kCD = 
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Uppgift	11:	Visa	att	givna	punkter	i	ett	koordinatsystem	är	hörn	i	en	parallellogram	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	var	det	18	procent	av	eleverna	som	löste	uppgiften	på	ett	godtagbart	sätt.	Det	är	
den	lägsta	andelen	av	de	deltagande	länderna.	I	Norge	var	andelen	korrekta	svar	54	procent,	och	en	
majoritet	av	eleverna	använde	sig	av	vektorer	för	att	lösa	uppgiften.	I	Sverige	var	det	mycket	få	
elever,	mindre	än	1	procent,	som	använde	den	metoden.	

Bedömningsanvisning:		

Elevsvaret	ska	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	genom	att	jämföra	sidornas	längder	eller	lutning.	

Exempel:	

• Visar	att	motsatta	sidor	lutar	lika	mycket	(𝑚𝑚]^ = 𝑚𝑚_` = ?a
Q
	och	𝑚𝑚^_ = 𝑚𝑚]` = Q

/
).	

• Visar	att	motsatta	sidor	är	lika	långa	(𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 58	och	𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 34).	
• Visar	att	ett	par	av	motsatta	sidor	har	samma	lutning	och	samma	längd.	
• Visar	att	diagonalerna	skär	varandra	på	mitten	(i	punkten	(-1,	2).	

Elevsvaret	kan	också	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	med	hjälp	av	vektorer.	

Exempel:	

• 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5𝚤𝚤 + 3𝚥𝚥	
• 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = −3𝚤𝚤 + 7𝚥𝚥	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
blocket	vilket	innebär	att	det	är	många	som	inte	hunnit	med	uppgiften.	Det	är	känt	att	geometri	inte	
har	en	stark	ställning	i	gymnasieskolan,	även	om	denna	uppgift	lika	gärna	kunde	kategoriseras	som	
en	algebrauppgift	i	det	svenska	sammanhanget.	Hade	frågan	ställts	på	ett	algebraiskt	vis	hade	
möjligen	resultatet	blivit	annorlunda.	Nu	måste	eleverna	veta	hur	man	bevisar	att	en	figur	är	en	

 och kBC = kAD = 

TIMSS	ADVANCED	2015	UPPGIFTER	I	MATEMATIK			 16	
	

Uppgift	11:	Visa	att	givna	punkter	i	ett	koordinatsystem	är	hörn	i	en	parallellogram	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	var	det	18	procent	av	eleverna	som	löste	uppgiften	på	ett	godtagbart	sätt.	Det	är	
den	lägsta	andelen	av	de	deltagande	länderna.	I	Norge	var	andelen	korrekta	svar	54	procent,	och	en	
majoritet	av	eleverna	använde	sig	av	vektorer	för	att	lösa	uppgiften.	I	Sverige	var	det	mycket	få	
elever,	mindre	än	1	procent,	som	använde	den	metoden.	

Bedömningsanvisning:		

Elevsvaret	ska	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	genom	att	jämföra	sidornas	längder	eller	lutning.	

Exempel:	

• Visar	att	motsatta	sidor	lutar	lika	mycket	(𝑚𝑚]^ = 𝑚𝑚_` = ?a
Q
	och	𝑚𝑚^_ = 𝑚𝑚]` = Q

/
).	

• Visar	att	motsatta	sidor	är	lika	långa	(𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 58	och	𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 34).	
• Visar	att	ett	par	av	motsatta	sidor	har	samma	lutning	och	samma	längd.	
• Visar	att	diagonalerna	skär	varandra	på	mitten	(i	punkten	(-1,	2).	

Elevsvaret	kan	också	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	med	hjälp	av	vektorer.	

Exempel:	

• 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5𝚤𝚤 + 3𝚥𝚥	
• 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = −3𝚤𝚤 + 7𝚥𝚥	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
blocket	vilket	innebär	att	det	är	många	som	inte	hunnit	med	uppgiften.	Det	är	känt	att	geometri	inte	
har	en	stark	ställning	i	gymnasieskolan,	även	om	denna	uppgift	lika	gärna	kunde	kategoriseras	som	
en	algebrauppgift	i	det	svenska	sammanhanget.	Hade	frågan	ställts	på	ett	algebraiskt	vis	hade	
möjligen	resultatet	blivit	annorlunda.	Nu	måste	eleverna	veta	hur	man	bevisar	att	en	figur	är	en	

).

•	 Visar att motsatta sidor är lika långa (AB = CD = 
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Uppgift	11:	Visa	att	givna	punkter	i	ett	koordinatsystem	är	hörn	i	en	parallellogram	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	var	det	18	procent	av	eleverna	som	löste	uppgiften	på	ett	godtagbart	sätt.	Det	är	
den	lägsta	andelen	av	de	deltagande	länderna.	I	Norge	var	andelen	korrekta	svar	54	procent,	och	en	
majoritet	av	eleverna	använde	sig	av	vektorer	för	att	lösa	uppgiften.	I	Sverige	var	det	mycket	få	
elever,	mindre	än	1	procent,	som	använde	den	metoden.	

Bedömningsanvisning:		

Elevsvaret	ska	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	genom	att	jämföra	sidornas	längder	eller	lutning.	

Exempel:	

• Visar	att	motsatta	sidor	lutar	lika	mycket	(𝑚𝑚]^ = 𝑚𝑚_` = ?a
Q
	och	𝑚𝑚^_ = 𝑚𝑚]` = Q

/
).	

• Visar	att	motsatta	sidor	är	lika	långa	(𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 58	och	𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 34).	
• Visar	att	ett	par	av	motsatta	sidor	har	samma	lutning	och	samma	längd.	
• Visar	att	diagonalerna	skär	varandra	på	mitten	(i	punkten	(-1,	2).	

Elevsvaret	kan	också	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	med	hjälp	av	vektorer.	

Exempel:	

• 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5𝚤𝚤 + 3𝚥𝚥	
• 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = −3𝚤𝚤 + 7𝚥𝚥	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
blocket	vilket	innebär	att	det	är	många	som	inte	hunnit	med	uppgiften.	Det	är	känt	att	geometri	inte	
har	en	stark	ställning	i	gymnasieskolan,	även	om	denna	uppgift	lika	gärna	kunde	kategoriseras	som	
en	algebrauppgift	i	det	svenska	sammanhanget.	Hade	frågan	ställts	på	ett	algebraiskt	vis	hade	
möjligen	resultatet	blivit	annorlunda.	Nu	måste	eleverna	veta	hur	man	bevisar	att	en	figur	är	en	

 och BC = AD = 
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Uppgift	11:	Visa	att	givna	punkter	i	ett	koordinatsystem	är	hörn	i	en	parallellogram	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	var	det	18	procent	av	eleverna	som	löste	uppgiften	på	ett	godtagbart	sätt.	Det	är	
den	lägsta	andelen	av	de	deltagande	länderna.	I	Norge	var	andelen	korrekta	svar	54	procent,	och	en	
majoritet	av	eleverna	använde	sig	av	vektorer	för	att	lösa	uppgiften.	I	Sverige	var	det	mycket	få	
elever,	mindre	än	1	procent,	som	använde	den	metoden.	

Bedömningsanvisning:		

Elevsvaret	ska	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	genom	att	jämföra	sidornas	längder	eller	lutning.	

Exempel:	

• Visar	att	motsatta	sidor	lutar	lika	mycket	(𝑚𝑚]^ = 𝑚𝑚_` = ?a
Q
	och	𝑚𝑚^_ = 𝑚𝑚]` = Q

/
).	

• Visar	att	motsatta	sidor	är	lika	långa	(𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 58	och	𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 34).	
• Visar	att	ett	par	av	motsatta	sidor	har	samma	lutning	och	samma	längd.	
• Visar	att	diagonalerna	skär	varandra	på	mitten	(i	punkten	(-1,	2).	

Elevsvaret	kan	också	visa	att	ABCD	är	en	parallellogram	med	hjälp	av	vektorer.	

Exempel:	

• 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5𝚤𝚤 + 3𝚥𝚥	
• 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = −3𝚤𝚤 + 7𝚥𝚥	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
blocket	vilket	innebär	att	det	är	många	som	inte	hunnit	med	uppgiften.	Det	är	känt	att	geometri	inte	
har	en	stark	ställning	i	gymnasieskolan,	även	om	denna	uppgift	lika	gärna	kunde	kategoriseras	som	
en	algebrauppgift	i	det	svenska	sammanhanget.	Hade	frågan	ställts	på	ett	algebraiskt	vis	hade	
möjligen	resultatet	blivit	annorlunda.	Nu	måste	eleverna	veta	hur	man	bevisar	att	en	figur	är	en	

) .

•	 Visar att ett par av motsatta sidor har samma lutning och samma längd.

•	 Visar att diagonalerna skär varandra på mitten (i punkten (-1, 2).

Elevsvaret kan också visa att ABCD är en parallellogram med hjälp av vektorer.

Exempel:
•	
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Uppgift	11:	Visa	att	givna	punkter	i	ett	koordinatsystem	är	hörn	i	en	parallellogram	

	

	

Innehållsområde:	Geometri	

Kognitivt	område:	Resonera	

Resultat:	I	Sverige	var	det	18	procent	av	eleverna	som	löste	uppgiften	på	ett	godtagbart	sätt.	Det	är	
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/
).	
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Exempel:	

• 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5𝚤𝚤 + 3𝚥𝚥	
• 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = −3𝚤𝚤 + 7𝚥𝚥	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
blocket	vilket	innebär	att	det	är	många	som	inte	hunnit	med	uppgiften.	Det	är	känt	att	geometri	inte	
har	en	stark	ställning	i	gymnasieskolan,	även	om	denna	uppgift	lika	gärna	kunde	kategoriseras	som	
en	algebrauppgift	i	det	svenska	sammanhanget.	Hade	frågan	ställts	på	ett	algebraiskt	vis	hade	
möjligen	resultatet	blivit	annorlunda.	Nu	måste	eleverna	veta	hur	man	bevisar	att	en	figur	är	en	

•	
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Denna	uppgift	handlar	om	att	visa	att	figuren	i	bilden	är	en	parallellogram.	Uppgiften	ligger	sist	i	
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Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Denna uppgift handlar om att visa att figuren i bilden är en parallellogram. 
Uppgiften ligger sist i blocket vilket innebär att det är många som inte hunnit 
med uppgiften. Det är känt att geometri inte har en stark ställning i gymnasie-
skolan, även om denna uppgift lika gärna kunde kategoriseras som en algebra-
uppgift i det svenska sammanhanget. Hade frågan ställts på ett algebraiskt vis 
hade möjligen resultatet blivit annorlunda. Nu måste eleverna veta hur man 
bevisar att en figur är en parallellogram, det vill säga att sidorna parvis är paral-
lella och i denna fyrhörning visa att de parallella sidorna kan ses som räta linjer 
som måste ha samma riktningskoefficient.
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Fysik

Uppgift 12. Temperaturkvot för syre

P4 Page 1

P4_01

PA
33

07
8

Tre mol syre genomgår den process som visas i figuren.

Siffrorna 1, 2 och 3 anger tre positioner i processens cykliska förlopp.

Vad är kvoten mellan den högsta och den lägsta temperaturen i den här 
processen?

a 12 

b 8 

c 4

d 3

U1

4 P1
2 3

1

3 U1

P1

0

Volym (l)

Tr
yc

k 
(k

Pa
)

Innehållsområde: Mekanik och termodynamik

Kognitivt område: Resonera

Resultat: Av det svenska fysikeleverna är det 32 procent som anger rätt svar  
på denna uppgift. Nästan lika många elever (25 respektive 23 procent) väljer 
alternativen C och D. Frankrike har den lägsta andelen korrekta svar (23 pro-
cent) och Ryssland den högsta (67 procent). I Norge är lösningsfrekvensen  
35 procent, det vill säga ungefär lika som i Sverige.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (A)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Denna uppgift inom området termodynamik skall eleverna resonera utifrån sina 
kunskaper om Allmänna gaslagen, pV= nRT. 
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Uppgiften kategoriseras som en resonera-uppgift, vilket kan försvaras med att 
relationen beskrivs på ett okonventionellt sätt (eleverna har knappast mött den 
här grafiska framställningen tidigare) och genom att uppgiften handlar om prin-
ciper för relationen snarare än beräkningar för givna värden.

Eftersom temperaturen är proportionell både mot tryck och volym (n och  
R konstanter) så måste T (temperaturen) bli 12 gånger så stor då trycket blir 
fyra gånger så stort och volymen tre gånger så stor (från punkt 1 till 3). Alter-
nativ B fås om man tittar på övergången mellan punkt 1 och 2, då trycket 
fyrdubblas och volymen fördubblas. Alternativ D får man då man övergår från 
punkt 2 till 3, då trycket är konstant men volymen tredubblas. 

Alla fyra svarsalternativen är relativt frekvent valda av elever i Sverige, vilken kan 
tyda på att ganska många har gissat.
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Uppgift 13. Solens kraft på två planeter

P4 Page 2

PA
33

08
8

Föreställ dig att en ny planet, planet X, nyligen upptäckts i vårt solsystem.

Planeten X har lika stor massa som jorden och befinner sig dubbelt så långt 
från solen som jorden gör. Hur stor är den kraft som solen utövar på planet X 
jämfört med den kraft som solen utövar på jorden? 

a Den är en fjärdedel så stor.

b Den är hälften så stor.

c Den är lika stor.

d Den är dubbelt så stor.

PA
33

05
8

Robert åker skidor utför en backe. Längst ner i backen är hans hastighet 
5 m/s, och där kolliderar han med David som står stilla. De fortsätter 
tillsammans i Roberts åkriktning. Roberts massa är 60 kg och Davids massa 
är 90 kg. Bortse från friktionen.

Vilken är Davids och Roberts gemensamma hastighet direkt efter kollisionen?

Redovisa hur du kommit fram till ditt svar. 

Svar: ________________ m/s

P4_02

P4_03
Innehållsområde: Mekanik och termodynamik

Kognitivt område: Veta

Resultat: Bland de svenska eleverna har 55 procent svarat korrekt. Så mycket 
som 29 procent har valt det felaktiga alternativet B, men mycket få elever har 
svarat med C eller D. Sveriges resultat är detsamma som medelvärdet för alla 
deltagande länder. Resultatet är högst i Ryssland och Slovenien (77 respektive 
75 procent) och lägst i Frankrike och Libanon (28 respektive 26 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (A)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om gravitationskrafter mellan himlakroppar och tanken 
är att eleverna ska veta att det finns ett kvadratiskt samband mellan avstånd 
och kraft. Då avståndet blir dubbelt så långt mellan två himlakroppar kom-
mer kraften mellan dem att bli en fjärdedel så stor. För många svenska elever är 
detta möjligen inte ett vetande. Här kan det vara mer vanligt att resonera kring 
formeln som bestämmer storleken av kraften. Över hälften av svenska elever 
har rätt på denna uppgift. Mer än en fjärdedel svarar att kraften är hälften så 
stor(B), vilket kan tyda på att de tänker sig att det dubbla avståndet borde inne-
bära att kraften är hälften så stor.
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Uppgift 14. Kollision på skidor

P4 Page 2

PA
33

08
8

Föreställ dig att en ny planet, planet X, nyligen upptäckts i vårt solsystem.

Planeten X har lika stor massa som jorden och befinner sig dubbelt så långt 
från solen som jorden gör. Hur stor är den kraft som solen utövar på planet X 
jämfört med den kraft som solen utövar på jorden? 

a Den är en fjärdedel så stor.

b Den är hälften så stor.

c Den är lika stor.

d Den är dubbelt så stor.

PA
33

05
8

Robert åker skidor utför en backe. Längst ner i backen är hans hastighet 
5 m/s, och där kolliderar han med David som står stilla. De fortsätter 
tillsammans i Roberts åkriktning. Roberts massa är 60 kg och Davids massa 
är 90 kg. Bortse från friktionen.

Vilken är Davids och Roberts gemensamma hastighet direkt efter kollisionen?

Redovisa hur du kommit fram till ditt svar. 

Svar: ________________ m/s

P4_02

P4_03

Innehållsområde: Mekanik och termodynamik

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Ungefär en fjärdedel av de svenska eleverna (26 procent) svarade helt 
korrekt på uppgiften, och ytterligare 9 procent svarade delvis korrekt. Andelen 
korrekta svar varierar mycket mellan länder, med lägsta värden för Frankrike  
(11 procent) och Italien (12 procent). Högsta andelen korrekta svar gavs i 
Norge (57 procent).

Bedömningsanvisning:
Fullständigt korrekt (2 poäng)
Svar: 2

innehåller båda följande punkter:
•	 Rörelsemängden före kollisionen är lika med rörelsemängden för kollisionen: 

(mD + mR)v = mDvD + mRvR = 0 + mRvR

(en matematisk formulering av rörelsemängdens bevarande)

•	 v = 
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Uppgift	14:	Kollision	på	skidor	

	

	

Innehållsområde:	Mekanik	och	termodynamik	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Ungefär	en	fjärdedel	av	de	svenska	eleverna	(26	procent)	svarade	helt	korrekt	på	uppgiften,	
och	ytterligare	9	procent	svarade	delvis	korrekt.	Andelen	korrekta	svar	varierar	mycket	mellan	
länder,	med	lägsta	värden	för	Frankrike	(11	procent)	och	Italien	(12	procent).	Högsta	andelen	
korrekta	svar	gavs	i	Norge	(57	procent).	

Bedömningsanvisning:	

Fullständigt	korrekt	(2	poäng)	

Svar:	2	

innehåller	båda	följande	punkter:	

• Rörelsemängden	före	kollisionen	är	lika	med	rörelsemängden	för	kollisionen:	
𝑚𝑚` + 𝑚𝑚j 𝑣𝑣 = 𝑚𝑚`𝑣𝑣` + 𝑚𝑚j𝑣𝑣j = 0 + 𝑚𝑚j𝑣𝑣j 	
(en	matematisk	formulering	av	rörelsemängdens	bevarande)	

• 𝑣𝑣 = lmnm
lo<lm

= (-	kg	∙/	m/s
(-	kg<s-	kg

= 2	m/s	

(insättning	av	relevanta	värden	och	slutligt	svar)	

Observera:	Det	är	inte	nödvändigt	för	eleverna	att	skriva	ut	enheter	i	sina	beräkningar.	

Delvis	korrekt	svar	(1	poäng):	

Svar:	2	

Svaret	innehåller	inte	båda	punkterna	ovan	eller	så	är	redovisningen	av	hur	eleven	kommit	fram	till	
svaret	inte	fullständig.	

Exempel:	

• 𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑚𝑚% + 𝑚𝑚& 𝑣𝑣 = 𝑚𝑚%𝑣𝑣%	

𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑣𝑣 = (/-∙/

%/-
= 2	

 = 
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Innehållsområde:	Mekanik	och	termodynamik	

Kognitivt	område:	Tillämpa	

Resultat:	Ungefär	en	fjärdedel	av	de	svenska	eleverna	(26	procent)	svarade	helt	korrekt	på	uppgiften,	
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Svar:	2	

innehåller	båda	följande	punkter:	

• Rörelsemängden	före	kollisionen	är	lika	med	rörelsemängden	för	kollisionen:	
𝑚𝑚` + 𝑚𝑚j 𝑣𝑣 = 𝑚𝑚`𝑣𝑣` + 𝑚𝑚j𝑣𝑣j = 0 + 𝑚𝑚j𝑣𝑣j 	
(en	matematisk	formulering	av	rörelsemängdens	bevarande)	

• 𝑣𝑣 = lmnm
lo<lm

= (-	kg	∙/	m/s
(-	kg<s-	kg

= 2	m/s	

(insättning	av	relevanta	värden	och	slutligt	svar)	

Observera:	Det	är	inte	nödvändigt	för	eleverna	att	skriva	ut	enheter	i	sina	beräkningar.	

Delvis	korrekt	svar	(1	poäng):	

Svar:	2	

Svaret	innehåller	inte	båda	punkterna	ovan	eller	så	är	redovisningen	av	hur	eleven	kommit	fram	till	
svaret	inte	fullständig.	

Exempel:	

• 𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑚𝑚% + 𝑚𝑚& 𝑣𝑣 = 𝑚𝑚%𝑣𝑣%	

𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑣𝑣 = (/-∙/

%/-
= 2	

 = 2 m/s

(insättning av relevanta värden och slutligt svar)

Observera: Det är inte nödvändigt för eleverna att skriva ut enheter i sina 
beräkningar.

Delvis korrekt svar (1 poäng):
Svar: 2

Svaret innehåller inte båda punkterna ovan eller så är redovisningen av hur 
eleven kommit fram till svaret inte fullständig.

Exempel:
•	 v = 2 m/s

•	 (m1 + m2)v = m1v1 
v = 2 m/s

•	 v = 
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Innehållsområde:	Mekanik	och	termodynamik	
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lo<lm

= (-	kg	∙/	m/s
(-	kg<s-	kg

= 2	m/s	

(insättning	av	relevanta	värden	och	slutligt	svar)	

Observera:	Det	är	inte	nödvändigt	för	eleverna	att	skriva	ut	enheter	i	sina	beräkningar.	

Delvis	korrekt	svar	(1	poäng):	

Svar:	2	

Svaret	innehåller	inte	båda	punkterna	ovan	eller	så	är	redovisningen	av	hur	eleven	kommit	fram	till	
svaret	inte	fullständig.	

Exempel:	

• 𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑚𝑚% + 𝑚𝑚& 𝑣𝑣 = 𝑚𝑚%𝑣𝑣%	

𝑣𝑣 = 2	m/s	
• 𝑣𝑣 = (/-∙/

%/-
= 2	 = 2
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Alternativt ställer eleven upp de korrekta ekvationerna men kommer fram till 
ett felaktigt svar genom att göra något fel vid insättning av värden eller beräk-
ningsfel.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om en kollision mellan två kroppar där lagen om rörelse-
mängdens bevarande måste tillämpas. Det är en standarduppgift för elever i 
svensk skola men ändå är det bara en fjärdedel som har fått helt rätt på uppgif-
ten. I rättningsguiden visas tydligt att det är ett formellt begreppsligt språk som 
ger 2 poäng på uppgiften. Av de få procent av eleverna som fått endast 1 poäng 
har en del satt in värden i en ekvation utan att förklara själva begreppen och vad 
de gör. 

Elever fick också 1 poäng om de ställt upp ekvationen korrekt, men kommit 
fram till ett felaktigt svar genom att sätta in fel värden eller genom beräknings-
fel. Endast 3 procent av de svenska eleverna har redovisat den sistnämnda typen 
av lösningar. Det kan tyda på att det är den begreppsliga delen av uppgiften 
som nästan hälften av de svenska eleverna haft svårt för, och de har inte kunnat 
formulera de fysikaliska sambanden i ett matematiskt uttryck. Nästan alla elever 
som tecknat ekvationen, har också löst den korrekt.
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Uppgift 15. Riktning för klot som kolliderat

P4 Page 3
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Två hårda klot, A och B, har lika stor massa. De närmar sig varandra enligt 
pilarna i figuren. Rörelsemängdens x-komposant för klot B är lika stor som 
rörelsemängdens x-komposant för klot A, men har motsatt riktning.

Kloten kolliderar oelastiskt. I vilken riktning kommer de båda kloten att 
färdas efter kollisionen?

a 

b 

c 

d 

x

y

0
A

B

P4_04

Innehållsområde: Mekanik och termodynamik

Kognitivt område: Resonera

Resultat: 40 procent av de svenska eleverna har angett det korrekta svaret, och 
ungefär lika många (41 procent) har valt det felaktiga alternativet B. Detta fel-
svar är vanligt i alla deltagande länder. Högst andel korrekta svar finns i Norge 
(55 procent) och lägst andel i Frankrike (24 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (C)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om rörelsemängdens riktning, som beskrivs med hjälp 
av vektorer och vektorers komposanter i x- och y-led i ett koordinatsystem. 
Andelen elever som väljer det felaktiga alternativet B är lika stor som andelen 
som väljer det korrekta (C). En möjlig förklaring till att elever väljer alternativ 
B kan vara att x-komposanten för klot B inte beaktas. Då visar resultanten av de 
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två kvarvarande vektorerna att kloten skulle få en riktning snett upp till höger 
efter kollisionen. Svarsalternativ B är kan också upplevas korrekt intuitivt, och 
vara ett naturligt val om man inte utreder fallet ordentligt. Uppgiften är vanligt 
förekommande i Sverige och borde vara bekant för eleverna. Texten är möjli-
gen något komplex och innehåller begrepp som kan vara en utmaning för vissa 
elever, till exempel begreppet komposant. 
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Uppgift 16. Ballong som gnids fastnar mot väggen

P4 Page 4
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När Tina gnider en luftfylld ballong mot sin ylletröja blir ballongen negativt 
laddad. Hon lägger sedan märke till att ballongen fastnar när hon sätter den mot 
väggen. 

Förklara varför den laddade ballongen fastnar mot väggen.
PA

33
01

2

Människor med en inopererad hjärtstimulator (pacemaker) rekommenderas 
att hålla sig på ett avstånd av minst 60 cm från vissa elektriska apparater, för 
att inte de starka elektriska fälten från dessa apparater ska störa pacemakern.

Hur långt från en sådan apparat ska en person med pacemaker stå om han 
eller hon vill minska den elektriska fältstyrkan med en faktor 4 i förhållande 
till fältstyrkan vid det rekommenderade avståndet?

a   30 cm 

b   60 cm

c 120 cm

d 240 cm

P4_05

P4_06

Innehållsområde: Elektricitet och magnetism

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Bland svenska elever är det 14 procent som besvarar den här uppgif-
ten korrekt, vilket är bättre än de flesta andra länder. Endast USA har en större 
andel korrekta svar (16 procent). I Norge är det bara 5 procent och i Frankrike 
1 procent.

Bedömningsanvisning: 
Eleven förklarar att när den negativt laddade ballongen hålls nära väggen ger det 
upphov till att laddningarna på väggen omfördelas så att de motsatta laddning-
arna på ballongen och väggen attraherar varandra (negativa laddningar på bal-
longen och positiva laddningar på väggen attraherar varandra). 

Om eleven ritar en bild måste den åtminstone visa negativa laddningar på den 
sida av ballongen som hålls mot väggen och en omfördelning av positiva och 
negativa laddningar på väggen, med de positiva laddningarna närmast bal-
longen.

Till exempel

•	 Ballongen fastnar på väggen eftersom dess negativa laddning föser undan 
negativa laddningar i väggen och gör ytan närmast ballongen positivs laddad. 
Motsatta laddningar dras till varandra så ballongen fastnar när Tina sätter 
den mot väggen.

•	 När Tina sätter ballongen mot väggen gör elektronerna på ballongen att elek-
tronerna i väggen trycks undan, och väggen blir litet positiv. Den negativa 
ballongen fastnar på den positivt laddade väggen.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Den här typen av uppgift är vanlig i undervisningen, här är det en ballong som 
gnids mot ett material. Det handlar om statisk elektricitet och eleverna ska til�-
lämpa sina kunskaper i området. Så många som tre fjärdedelar av eleverna har 
försökt lösa uppgiften men inte kommit fram till ett godtagbart svar. 

Bedömningsanvisningens krav på användning av fysikaliska begrepp i beskriv-
ningen kan ha varit en tröskel som en del elever inte kunnat komma över. 
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Uppgift 17. Pacemaker och elektriska fält

P4 Page 4
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När Tina gnider en luftfylld ballong mot sin ylletröja blir ballongen negativt 
laddad. Hon lägger sedan märke till att ballongen fastnar när hon sätter den mot 
väggen. 

Förklara varför den laddade ballongen fastnar mot väggen.
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Människor med en inopererad hjärtstimulator (pacemaker) rekommenderas 
att hålla sig på ett avstånd av minst 60 cm från vissa elektriska apparater, för 
att inte de starka elektriska fälten från dessa apparater ska störa pacemakern.

Hur långt från en sådan apparat ska en person med pacemaker stå om han 
eller hon vill minska den elektriska fältstyrkan med en faktor 4 i förhållande 
till fältstyrkan vid det rekommenderade avståndet?

a   30 cm 

b   60 cm

c 120 cm

d 240 cm

P4_05

P4_06

Innehållsområde: Elektricitet och magnetism

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: Korrekt svar lämnas av 34 procent av eleverna i Sverige, men så 
mycket som 57 procent har valt det felaktiga alternativet D. Detta felsvar är 
mycket vanligt i alla deltagande länder. I Frankrike är det till exempel 19 pro-
cent som svarar rätt och hela 71 som svarar med alternativ D. I Norge är det 
ungefär lika stora andelar som väljer dessa båda svar, 44 procent.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (C)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om elektrisk fältstyrka och eleverna ska tillämpa en formel 
om avstånd till elektriska apparater. Formeln finns i formelbladet. Om fält- 
styrkan ska minska med en faktor 4 så måste avståndet dubbleras (svarsalterna-
tiv C), eftersom fältstyrkan är omvänt proportionell mot avståndet i kvadrat.  
Mer än hälften av eleverna svarar istället alternativ D, 240 cm. Det kan  
naturligtvis bero på att de gissat, men det kan också bero på att de identifierat 
talet 60 och en faktor 4, vilket brukar betyda multiplikation, det vill säga  
60 • 4= 240. En tredje orsak skulle kunna vara att osäkerhet om vad det egent-
ligen handlar om och söker i formelbladet efter elektisk fältstyrka som finns på 
två ställen i olika formler. Den ena, som ger rätt alternativ eller den andra som 
inte har med denna uppgift att göra och visar elektrisk fältstyrka mellan två 
plattor på ett visst avstånd som har en spänning mellan sig. Den elev som inte 
kommer ihåg så mycket om detta kan få för sig att med hjälp av denna formel 
undersöka sambandet mellan avstånd och elektrisk fältstyrka, vilket skulle leda 
till den felaktiga slutsatsen att om fältstyrkan ska bli fyra gånger så liten måste 
avståndet öka med en faktor fyra, det vill säga bli 240 cm.
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Uppgift 18. Elektronstråle som böjer av

B
��

P4 Page 5

En elektronstråle går från vänster till höger inuti ett vakuumrör.

Ett homogent nedåtriktat magnetfält appliceras på röret, enligt figuren.  
Vad kommer att hända med elektronstrålen?

a Strålen böjs in i papperet.

b Strålen böjs ut ur papperet.

c Strålen böjs nedåt.

d Strålen böjs uppåt.

PA
33

12
0

ve–

elektronstråle

P4_07

Innehållsområde: Elektricitet och magnetism

Kognitivt område: Resonera

Resultat: I Sverige svarar 39 procent av eleverna med det rätta svaret, vilket är 
samma som Norge och bättre än alla andra länder utom Ryssland (50 procent).

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (B)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften tar upp magnetism och förhållandet mellan magnetfält, kraft och 
ström enligt den så kallade högerhandsregeln. Den kategoriseras som att elev-
erna ska resonera sig fram till ett svar men detta är en vanlig uppgift för svenska 
elever och skulle kunna betrakta som något eleverna borde veta. Högerhands-
regeln är välkänd för fysikelever på gymnasiet och används flitigt i undervis-
ningen. Trots detta är svaren spridda på alla svarsalternativen. En möjlig för-
klaring är att eleverna försöker minnas regeln, men använder vänsterhand eller 
blandar ihop strömriktning med elektronstrålens riktning.
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Uppgift 19. Våglängder för elektromagnetisk strålning och 
skadlig strålning

P4 Page 6
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Figuren visar våglängderna i det elektromagnetiska spektrumet. Varje område 
representerar en viss typ av elektromagnetisk strålning. Område 4 representerar 
synligt ljus.

A. Vilken typ av strålning representerar område 2?

a radiovågor

b gammastrålning

c ultraviolett strålning

d röntgenstrålning

B. Vilken typ av strålning är mest skadlig för människor? Anta att 
exponeringen för varje typ av strålning har samma intensitet och pågår lika 
länge.

(Sätt kryss i en av rutorna.)

C strålning från område 1

C strålning från område 7

 Motivera ditt svar med utgångspunkt i begreppen frekvens och fotonenergi.

Våglängd λ (m)

10–12 10–9 10–6 10–3 100 103

1 2 3 4 5 6 7

P4_08

Innehållsområde: Vågfenomen och kärnfysik

Kognitivt område: A: Veta, B: Resonera

Resultat: På A-uppgiften är det 39 procent av de svenska eleverna som anger 
det korrekta svaret. Även det felaktiga svaret C är relativt vanligt (26 procent). 
Som jämförelse presterar de franska eleverna på samma nivå som Sverige, medan 
de norska presterar något högre (49 procent korrekta svar).

På B-uppgiften är andelen korrekta svar lägre i Sverige (30 procent) och även 
i till exempel Frankrike (12 procent). I Norge är faktiskt andelen elever som 
svarar rätt på B-uppgiften något högre (53 procent) än andelen som svarar rätt 
på A-uppgiften.
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Bedömningsanvisning: 
A: Korrekt svar (D)

B: Korrekt svar

Strålning från område 1 med en motivering som innehåller den ena eller båda 
av följande punkter:

•	 Strålningen i område 1 har högre frekvens och därför högre (foton)energi, 
vilket gör större skada hos människor.

•	 Strålningen i område 7 har lägre frekvens och därför lägre (foton)energi, vil-
ket gör mindre skada hos människor.

Exempel: 
•	 Strålning från område 1 – Område 1 har kortare våglängder och därmed 

högre frekvenser vilket betyder mer energi som skadar mänskliga celler.

•	 Strålning från område 1 – Område 7 är radiovågor som har låg frekvens 
och låg energi och skadar dig inte.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Första deluppgiften handlar om att veta storleken på elektromagnetisk strålnings 
olika våglängder. Här måste eleverna ha lärt sig och komma ihåg vilken strål-
ning som har vilken våglängd på ett ungefär. Den andra deluppgiften handlar 
om att resonera om hur skadlig strålningen är. Dessa resonemang förs i klass-
rum och eleverna borde ha fört flera sådana resonemang under sina gymnasieår. 
Möjligen ställer bedömningsanvisningen högre krav på formaliserat språk och 
användning av fysikaliska begrepp än vad eleverna är vana vid, vilket skulle 
kunna förklara den relativt låga andelen korrekta svar.
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Uppgift 20. Massan minskar vid kärnreaktion

P4 Page 7
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En atomkärna fångar in en neutron och emitterar gammastrålning. Den 
sammanlagda massan för atomen och neutronen före reaktionen är större än 
massan för den sammanslagna atomen och neutronen efter reaktionen.

Vilket av följande alternativ förklarar bäst denna skillnad i massa?

a Energin hos den emitterade gammastrålen motsvarar skillnaden i massa.

b Elektroner avlägsnades från atomens yttre skal.

c Neutronen orsakade att atomen omvandlades till en isotop med mindre 
massa.

d Neutronen omvandlades till en gammastråle.

PA
33

07
0

När havsvågor närmar sig stranden saktar de ner. Frekvensen för vågorna 
förändras inte. Vad händer med våglängden?

P4_09

P4_10

Innehållsområde: Vågfenomen och kärnfysik

Kognitivt område: Veta

Resultat: Hälften av de svenska eleverna (50 procent) anger det korrekta 
alternativet. Norge och Slovenien presterar något bättre (cirka 60 procent), men 
Frankrike (33 procent), Italien (29 procent) och Portugal (26 procent) presterar 
sämre än Sverige.

Bedömningsanvisning: Korrekt svar (A)

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om kärnfysik och här krävs det att man kan förklara varför 
det blir en mass-skillnad före och efter en reaktion. Den kan anses vara en stan-
darduppgift i gymnasiefysiken i Sverige.Hälften har svarat rätt men en femtedel 
svarar alternativ C, att atomen omvandlades till en isotop med mindre massa. 
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Uppgift 21. Våglängd för vattenvågor
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En atomkärna fångar in en neutron och emitterar gammastrålning. Den 
sammanlagda massan för atomen och neutronen före reaktionen är större än 
massan för den sammanslagna atomen och neutronen efter reaktionen.

Vilket av följande alternativ förklarar bäst denna skillnad i massa?

a Energin hos den emitterade gammastrålen motsvarar skillnaden i massa.

b Elektroner avlägsnades från atomens yttre skal.

c Neutronen orsakade att atomen omvandlades till en isotop med mindre 
massa.

d Neutronen omvandlades till en gammastråle.
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När havsvågor närmar sig stranden saktar de ner. Frekvensen för vågorna 
förändras inte. Vad händer med våglängden?

P4_09

P4_10

Innehållsområde: Vågfenomen och kärnfysik

Kognitivt område: Veta

Resultat: I Sverige ger 63 procent av eleverna ett godtagbart svar på denna upp-
gift. I Norge, Portugal och Slovenien ligger motsvarande andel över 70 procent, 
och länder som Frankrike, Ryssland och USA har endast något sämre resultat än 
Sverige.

Bedömningsanvisning: 
Korrekt svar

Konstaterar att våglängden minskar.

Exempel
•	 Våglängden kortas

•	 Om farten minskar så minskar våglängden.

•	 v = 
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Innehållsområde:	Vågfenomen	och	kärnfysik	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	ger	63	procent	av	eleverna	ett	godtagbart	svar	på	denna	uppgift.	I	Norge,	Portugal	
och	Slovenien	ligger	motsvarande	andel	över	70	procent,	och	länder	som	Frankrike,	Ryssland	och	
USA	har	endast	något	sämre	resultat	än	Sverige.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	

Konstaterar	att	våglängden	minskar.	

Exempel	

• Våglängden	kortas	
• Om	farten	minskar	så	minskar	våglängden.	
• 𝑣𝑣 = 𝑓𝑓𝑓𝑓,	så	om	𝑣𝑣	minskar	så	minskar	också	𝜆𝜆	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Uppgiften	handlar	om	vågors	egenskaper	och	eleverna	förväntas	veta	hur	förhållandet	mellan	vågors	
egenskaper	ser	ut.	I	ett	svenskt	sammanhang	kunde	uppgiften	lika	gärna	kategoriseras	som	en	
resonemangsuppgift,	där	ett	resonemang	kring	en	fysisk	formel	sker	och	blir	snarare	ett	algebraiskt	
resonemang	kring	hur	våglängden	ändras	när	hastigheten	saktas	ner	och	frekvensen	är	konstant.	
Formeln	finns	på	formelbladet	och	uppgiften	är	välkänd	i	undervisningen.	Många	har	svarat	rätt	men	
över	en	fjärdedel	har	försökt	lösa	uppgiften	men	inte	kommit	fram	till	rätt	resultat.	Då	det	troligtvis	
kan	vara	så	att	eleverna	resonerat	kring	en	formel,	kan	här	algebraiskt	resonemang	brista.	

Trots	att	detta	inte	är	en	flervalsfråga	kan	elever	gissa	sig	till	svaret	med	relativt	stor	sannolikhet.	För	
densom	tänker	sig	att	våglängden	kan	öka	eller	minska	är	det	50	procents	chans	att	svara	rätt.	För	
den	som	också	kan	tänka	sig	att	våglängden	är	oförändrad	sjunker	sannolikheten	att	gissa	rätt	till	33	
procent.	

	 	

, så om v minskar så minskar också 
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Innehållsområde:	Vågfenomen	och	kärnfysik	

Kognitivt	område:	Veta	

Resultat:	I	Sverige	ger	63	procent	av	eleverna	ett	godtagbart	svar	på	denna	uppgift.	I	Norge,	Portugal	
och	Slovenien	ligger	motsvarande	andel	över	70	procent,	och	länder	som	Frankrike,	Ryssland	och	
USA	har	endast	något	sämre	resultat	än	Sverige.	

Bedömningsanvisning:		

Korrekt	svar	

Konstaterar	att	våglängden	minskar.	

Exempel	

• Våglängden	kortas	
• Om	farten	minskar	så	minskar	våglängden.	
• 𝑣𝑣 = 𝑓𝑓𝑓𝑓,	så	om	𝑣𝑣	minskar	så	minskar	också	𝜆𝜆	

Lösningar,	utmaningar,	svårigheter	och	felsvar:	

Uppgiften	handlar	om	vågors	egenskaper	och	eleverna	förväntas	veta	hur	förhållandet	mellan	vågors	
egenskaper	ser	ut.	I	ett	svenskt	sammanhang	kunde	uppgiften	lika	gärna	kategoriseras	som	en	
resonemangsuppgift,	där	ett	resonemang	kring	en	fysisk	formel	sker	och	blir	snarare	ett	algebraiskt	
resonemang	kring	hur	våglängden	ändras	när	hastigheten	saktas	ner	och	frekvensen	är	konstant.	
Formeln	finns	på	formelbladet	och	uppgiften	är	välkänd	i	undervisningen.	Många	har	svarat	rätt	men	
över	en	fjärdedel	har	försökt	lösa	uppgiften	men	inte	kommit	fram	till	rätt	resultat.	Då	det	troligtvis	
kan	vara	så	att	eleverna	resonerat	kring	en	formel,	kan	här	algebraiskt	resonemang	brista.	

Trots	att	detta	inte	är	en	flervalsfråga	kan	elever	gissa	sig	till	svaret	med	relativt	stor	sannolikhet.	För	
densom	tänker	sig	att	våglängden	kan	öka	eller	minska	är	det	50	procents	chans	att	svara	rätt.	För	
den	som	också	kan	tänka	sig	att	våglängden	är	oförändrad	sjunker	sannolikheten	att	gissa	rätt	till	33	
procent.	

	 	

 

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Uppgiften handlar om vågors egenskaper och eleverna förväntas veta hur förhål-
landet mellan vågors egenskaper ser ut. I ett svenskt sammanhang kunde upp-
giften lika gärna kategoriseras som en resonemangsuppgift, där ett resonemang 
kring en fysisk formel sker och blir snarare ett algebraiskt resonemang kring 
hur våglängden ändras när hastigheten saktas ner och frekvensen är konstant. 
Formeln finns på formelbladet och uppgiften är välkänd i undervisningen. 
Många har svarat rätt men över en fjärdedel har försökt lösa uppgiften men inte 
kommit fram till rätt resultat. Då det troligtvis kan vara så att eleverna resonerat 
kring en formel, kan det vara brister i algebraiska kunskaper som slår igenom.

Trots att detta inte är en flervalsfråga kan elever gissa sig till svaret med relativt 
stor sannolikhet. För densom tänker sig att våglängden kan öka eller minska är 
det 50 procents chans att svara rätt. För den som också kan tänka sig att våg-
längden är oförändrad sjunker sannolikheten att gissa rätt till 33 procent.
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Uppgift 22. Halvledare i solpaneler

P4 Page 8
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Figuren visar två halvledares förmåga att omvandla ljus till elektrisk ström 
som funktion av ljusets våglängd. Det mesta av solenergin som når jordens 
yta utgörs av synligt ljus. Denna del av spektrumet markeras med en grå ruta 
i diagrammet.

Vilket material, c-Si eller GaAsAl, fungerar bäst som halvledare i solpaneler?

(Sätt kryss i en av rutorna.)

C c-Si

C GaAsAl

Motivera ditt svar.
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Innehållsområde: Vågfenomen och kärnfysik

Kognitivt område: Tillämpa

Resultat: I Sverige svarar 42 procent av eleverna korrekt på frågan och ger en 
godtagbar motivering. Det sämsta resultat återfinns i Italien (28 procent) och 
det bästa i Slovenien (56 procent), men skillnaden mellan länder är relativt liten 
för den här uppgiften.

Bedömningsanvisning: 
Korrekt svar

GaAsAl, med motiveringen att fotonerna i området för synligt ljus (eller områ-
det för synligt ljus i solens spektrum) har en bättre energiöverensstämmelse med 
GaAsAl än med c-Si.
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Exempel:
•	 GaAsAl – Det täcker det synliga spektrumet bättre, så det matchar ljuset som 

kommer till Jorden.

•	 GaAsAl – Det absorberar det mesta av den energi som finns i den del av ljus-
spektrumet som vi kan se.

•	 GaAsAl – Absorberar fler fotoner med korta våglängder än c-Si i det synliga 
spektrumet.

•	 GaAsAl – Fotonerna som producerar elektrisk ström i GaAsAl finns mesta-
dels i det synliga spektrumet. För c-Si-fotoner ligger fotonerna som produce-
rar elektrisk ström framförallt utanför det synliga spektrumet.

Lösningar, utmaningar, svårigheter och felsvar:
Den här uppgiften handlar om att välja ett material utifrån att läsa av egenska-
per hos dessa i ett diagram. Uppgiften kategoriseras som ”tillämpa” men här 
borde ett resonemang vara mer lämpligt så som det ser ut i den svenska gym-
nasieskolans fysikundervisning Här har många elever svarat, men för att få rätt 
på uppgiften krävs att man också motiverar sitt svar på ett korrekt sätt. Över 
hälften av eleverna har försökt svara men inte kommit fram till en godkänd 
förklaring. 
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