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Sarskilt begavade elever

2.4 Amnesdidaktiskt stod i matematik

CECILIA ERIKSSON OCH HENRIK PETERSSON




CECILIA ERIKSSON OCH HENRIK PETERSSON

Detta dmnesdidaktiska st6d utgar frin de texter som beskriver vilka de
sarskilt begivade eleverna dr och hur man kan anpassa undervisningen for
dessa elever. Lis dem girna i sin helhet innan du liser detta material. Nagra
av de viktigaste punkterna fran de andra texterna f6ljer nedan.

Sérskilt begivade elever

* ir inte en homogen grupp, de kan inte alla stodjas pd ett och samma sitt
— inte ens inom ett och samma dmnesomrade

behéver métas av acceptans och fi erkéinnande for sina styrkor

* identifierar sig ofta med att kunna och veta till skillnad frdn att bemistra
och léra, vilket gor att de behover lira sig studieteknik

* bor fa mojlighet att arbeta med elever pa samma nivé
* miste undervisas, stddjas och ledas av imneskunnig personal

* behover bade berikning och acceleration inom sina styrkeomraden.

. FORFATTARE :
. Cecilia Eriksson &r speciallarare i matematik och Henrik Petersson ar docent i matematik och arbetar
amneslarare i matematik, naturvetenskap och teknik som lektor pa Hvitfeldtska gymnasiet i Géteborg, med
: for arskurs 4-9 och forskarstuderande inom naturve- bland annat med skolans spetsutbildning i matematik. ~ :
tenskapsamnenas didaktik vid Stockholms universitet. Han har aven skrivit en breddningsbok i matematik for
Hon har bland annat byggt upp fordjupningsgrupper i gymnasieskolan.
©  matematik for grundskolan med utgdngspunkt i pro-
blemlésning.
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Vi vill med detta inspirationsmaterial belysa utmirkande férmégor hos sirskilt
begivade matematikelever, hur dessa kan ta sig uttryck, och hur man som lirare pa
olika sitt kan arbeta for att stimulera en fortsatt utveckling av dessa formagor.

Hoga betyg i matematik innebir att eleven visar upp bade en bredd och ett djup
inom ett antal formégor. Grundskolans och gymnasieskolans undervisning i mate-
matik ska ge eleverna méjlighet att utveckla

* problemlésningstérméga
* begreppstérméga

* procedurférmaga

* resonemangsformaiga

* kommunikationsformaga (Lgr 11, Lgy 11).

For gymnasieskolan tillkommer ocksd modelleringsformégan. Men alla sirskilt bega-
vade elever uppnar inte hogsta betyg i matematik och det finns manga anledningar
till att ett sdrskilt begavat barn inte realiserar sin potential i skolan (se t.ex. avsnitt
1.1 Inledning — att uppmdrksamma de siirskilt begivade eleverna). Att en elev nar hog-
sta betyget i matematik behover heller inte innebira att eleven ir sirskilt begivad i
matematik. Men det ér ett tecken pé att eleven behéver utmaningar i matematik. Pa
motsvarande sitt ar ett hdgsta betyg for en sirskilt begivad elev inte ett kvitto pé att
lararen fulle ut lyckats i arbetet med eleven (Greenes 1981; Pettersson, 2011). Eleven
kan ha en kapacitet f6r betydligt mer komplext och abstrakt arbete 4n vad kurspla-
nen for elevens dlder kriver, ndgot som ldrare bor vara uppmirksamma pa.

Det dr svirt att specificera vad lirare kan soka efter for att identifiera sirskilt bega-
vade elever. Lirare som sedan ménga ar tillbaka arbetar med sirskilt begivade ma-
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tematikelever har lirt sig att kinna igen de utmirkande matematiska formagorna
nir de moter dem i undervisningen, men de har trots det svérigheter att formulera
vad det ir de "ser” hos eleverna (Mattsson, 2013b). Lirare inom matematikinten-
siva program pd svenska gymnasieskolor brukar lyfta fram matematisk kreativitet
som det mest utmirkande karaktirsdraget pa sirskild matematisk begivning
(Mattsson, 2010; Mattsson 2013b). Det nira sambandet mellan matematisk
kreativitet och sirskild begavning i matematik syns dven i internationell forskning
(Leikin, Berman & Koichu, 2009). Forskarna visar inte nagon tydlig skiljelinje
mellan sirskild begavning i matematik och matematisk kreativitet, men matema-
tisk kreativitet forknippas ofta med hogsta nivan av matematisk formaga (Leikin et
al. 2009). Sheffield (2003, s. 5) illustrerar detta med en utvecklingslinje som elever
16r sig lings i sin strdvan efter matematisk utveckling.

N

innumerators doers computers consumers problem solvers problem posers
Figur 1. Sheffields (2003) kontinuum av matematiska formagor.

Elever kan uppvisa matematisk kreativitet genom att sjilva uppticka och skapa nigot
for dem helt nytt i matematik (Leikin et al. 2009; Shefhield, 2009; Lithner, 2008;
Sriraman, 2008). Det kan t.ex. vara att de finner 16sningar pa uppgiftstyper de aldrig
stott pa forut och att de sjilva formulerar matematiska samband som inte tidigare
presenterats for dem. Forutom férmégan att skapa ndgot nytt si forknippas mate-
matisk kreativitet Zven med flexibelt och reversibelt tinkande samt en litthet i att
komma pa ménga olika idéer (Greenes, 1981; Leikin et al. 2009; Shefhield, 2009).

Exempel 1 visar hur matematisk kreativitet kan synas i en elevs losning.

Exempel 1. Kim gir andra aret pd gymnasiet, och studerar f6ljande
problem tillsammans med sin ldrare: Visa att om n och 3n har sam-
ma siffersumma, dir n ir ett positivt heltal, sa dr n delbart med 3.

Kim kinner till delbarhetsregeln fér 3 och 9, baserad pa siffersum-
man, och konstaterar att eftersom talet 3n uppenbart dr delbart
med 3 maste dess siffersumma vara det. Men dé 4r n delbart med 3,
eftersom siffersumman for n 6verensstimmer med den f6r 3n.
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Kim resonerar vidare att n i sjilva verket méste vara delbart med
9. Eftersom 3n ir delbart med 9 di n ir delbart med 3, maste den
gemensamma siffersumman f6r 3n och n vara delbar med 9, och
dirmed dven n.

Liraren frigar Kim hur det blir med fallet n och 4n. Vad innebir det
om dessa tal har samma siffersumma? Kim konstaterar att hans motsva-
rande resultat di inte stimmer, han ger exemplet n =3 och 4n=12.
Dessa tal har samma siffersumma men n ir inte delbart med 9.

Hur blir det med n och 5n fortsitter liraren, giller ditt resultat for
dessa par av tal? Kim inser att (9,45) ir det “forsta” talparet (n,5n)
med samma siffersumma, och finner 4ven talparen (n,5n) = (18,90),
(27,135), (36,180) med samma siffersumma. Jag tror att det kanske
stimmer, siger Kim. Kim vixlar nu strategi (flexibilitet) och siger
att siffersumman s(n) for n ir kongruent med n modulo 9, f6r alla
heltal n. S3 om n och 5n har samma siffersumma s maste n=5n
modulo 9. Redan hir ser Kim det allminnare. Han konstaterar, di
ir 4n = 0 s n maste vara delbart med 9 eftersom 4 inte innehéller
nagra treor, och det maste vara si att det stimmer dven for paret n
och 6n, och f6r n och 8n, men inte for n och 7n.

Vad ir det som stimmer, fragar liraren, kan du formulera? Om n och
an har samma siffersumma, dir a ir ett positivt heltal och a-1 inte dr
delbart med 3, sd dr n delbart med 9. Liraren fyller pé: I sjilva verket
verkar du ha ett bevis for att n ir delbart med 9 om an och bn har
samma siffersumma for nagra positiva heltal a och b med

3t(a-b).

Det verkar som det omvinda ocksa kan stimma, sidger Kim (re-
versibelt tinkande). Kim gar tillbaka till sina berdkningar i fallet n
och 51, och siger att det verkar som om n och 5n alltid har samma
siffersumma da n ir delbart med 9, men jag vet inte. Diskussionen
fortsitter...
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I de svenska ldroplanerna dr matematisk problemldsning en central del, och
srskild begavning i matematik 4r ofta knuten till f6rmégor som uppvisas vid
matematisk problemlésning (Sriraman, 2005). Minga aktuella studier utgir fran
Krutetskiis (1976) studie av sirskilt begdvade matematikelever. Krutetskii identi-
fierar dessa formagor i problemldsningsprocessen:

F1. Férmaga att formalisera matematiskt material: att skilja form
frin innehall, att operera med formella strukturer av relationer och
samband.

F2. Formaga att generalisera matematiskt material.

F3. Formaga att operera med siffor och andra symboler.

F4. Formaga till sekventiellt, logiskt resonerande: kunna skilja pa
forutsiteningar for och slutsatser av ett resonemang och férmégan att
dra slutsatser fran givna forutsittningar.

F5. Férmaga att forkorta resonemang, klart och enkelt i slutsatser.
F6. Formaga till flexibilitet och reversibilitet, skifta tankemodeller
och vinda tankegangar.

F7. Formaga att minnas matematisk information som gér det mojligt
att anvinda erfarenheter i nya problemldsningssituationer, exempelvis
relationer mellan storheter och argumentationsscheman.

F8. Generell fallenhet och intresse for matematik i en lust att soka
matematiska aspekter av omvirlden (Krutetskii, 1976, i Pettersson &
Wistedt, 2013).

Dessa formagor kan ta sig olika uttryck, och en elev kan betraktas som sirskilt be-
gavad dven om inte hela registret av formagor F1-F8 4r framtridande. Notera dven
speciellt att formédgorna i F6 dr yttringar av kreativitet som vi resonerade om ovan.

Exempel 1 visar hur formégor sisom kreativ forméiga och férmagan att genera-
lisera kan komma till uttryck. Vi ger hir ytterligare ett exempel dir vi belyser hur
matematiska formagor kan visa sig i en konkret problemsituation. I Exempel 2
16ser Johan och Sara, som bada gar i drskurs 7-9, samma uppgift men med olika
strategier.
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Exempel 2. Johnny och Tommy spelar pingis. Om _Johnny haft 5 poing
mer dn han har skulle han ha dubbelt s minga poing som Tommy.
Om Johnny haft 7 poiing mindre in han har skulle han haft hélften si
mdnga poding som Tommy. Hur mdnga poing har Johnny?

Johan l6ser problemet genom att observera att skillnaden i antal po-
dng i de tva fallen ges av 5+7=12 och att denna skillnad motsvarar
en och en halv del av Tommys poing:

—
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L lTommy | —
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Sara loser problemet med hjilp av ekvationssystem:
A A5 =2y
A o ‘/-)xi’”;?
xSl = dy
Sx—2b 43y

| 7LA = [b,f‘/kj;

~
X
o=
‘..-\—h._x
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Sara viljer att losa ekvationssystemet genom att multiplicera bada
leden i den forsta ekvationen med sju och i den andra med fem. Hon
ser genom dessa operationer en mdjlighet att eliminera konstant-
termerna pé ett smidigt sitt. Resultatet blir en diofantisk ekvation
och Sara hittar det "forsta” paret av positiva heltalslosningar. Med
punkterna ... i hennes [sning ovan visar hon att hon troligen inser
att det finns flera 18sningar. (Samtliga heltalslésningar till ekvationen

12x=16,5y ges av =11k, y=8k dir k 4r ett heltal.)

Baida eleverna visar med sina losningar exempel pa forméga att

tolka en problemformulering, att se helheten och samtidigt arbeta
med delarna (F1). Sara dr mycket systematisk och skriver ner de tvd
samband hon tolkar i uppgiften och anvinder ett logiskt resonerande
(F4) dir de tva ekvationerna kan ses som slutsatser frin uppgiftens
givna forutsittningar. Johan uppticker direkt den formella strukturen
i problemet, har en tydlig logisk slutledningsformaga (F4) dir han
hoppar dver stegen med tvé ekvationer och direkt skriver ner en sam-
manslagning av dessa i ett samband (kan liknas vid en ekvation). Han
visar i dessa steg pa en formdga att forkorta resonemanget och enkelt
dra slutsatser (F5). Johan har aldrig sysslat med ekvationer eller obe-
kanta medan Sara ligger lingt fore i kursmaterialet och tidigare varit

i kontakt med enklare ekvationer. Sara visar formaga att uttrycka sig
med hjilp av matematiska symboler (F3). Johan skriver oftast inget
dd han 16ser matematiska problem utan gér allt i huvudet. Vid denna
ovning var han ombedd att skriva ner sin [6sning (Pettersson, 2011,

s. 117-119; Pettersson & Wistedt, 2013).

Precis som alla elever kan sirskilt begivade elever ha vissa matematiska f6rmagor
som ir mer utvecklade 4n andra. Vilka fé6rmégor som ir starkare respektive svagare
varierar fran individ till individ. Men till f6ljd av sirskilt begivade elevers snabbhet
i tanken, deras formaga att forkorta sina tankeprocesser och dirmed ”se” losningen
direke 4r det relativt vanligt att dessa elever inte tecknar ned en detaljerad 16sning
(se exempel 2). Det langsamma skrivandet stor deras tankeflode och de undrar ofta
varfor de ska skriva ned nigonting som ir si uppenbart.
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Just avsaknaden av detaljerade, mer fullstindiga, 16sningar r vanligt hos sirskilt
begavade elever. Det dr hir viktigt att man inte later krav pa redovisning av bak-
omliggande resonemang himma tankeflédet och motivationen hos eleven. Men
for att eleven ska komma vidare i sin matematiska utveckling 4r det viktigt att hon
eller han utvecklar sin férmaga att kommunicera matematik.

Sirskilt begévade elevers intresse for matematik 4r sillan grundat pa att de tinker
sig en framtida karridr som matematiker. Att sdga att ndgot ir viktigt for fram-
tida bruk fungerar dirfor sillan som motivation och att peka pa deras brister och
kunskapsluckor ir heller inget som vicker deras engagemang. Tvirtom finns det
minga sirskilt begivade elever som tappar intresset nir lirare fokuserar pa de-
ras tillkortakommanden. Att exempelvis i yngre aldrar tvinga elever att dgna for
stor del av tiden till att skriva snygga och rittvinda siffror 4r inte utvecklande for
eleverna, i synnerhet inte for de sirskilt begivade eleverna och riskerar i stillet att
skapa frustration.

Det som ofta lockar de sirskilt begavade eleverna ir i stillet matematiken som en
intellektuell lek. Det dr det lustfyllda som driver dem, och deras lust méste virdas.
For att eleverna ska lockas till att utveckla olika formagor i matematiken giller
det att utnyttja denna inre drivkraft och att bygga pa elevernas styrkor. Det kan
exempelvis innebira att man bistir med problem och andra uppslag som intres-
serar och engagerar eleverna. Det kan ocksa innebira att man lyfter fram elevens
egna ofta okonventionella sitt att resonera kring en problemstillning. Skilet till att
eleven ska gora nagot annorlunda kinns dirmed ofta mer relevant och begripligt
for eleven.

Exempel 3 visar hur liraren utgir fran elevens eget sitt att tinka och dirifran
vicker elevens behov av att fortydliga sin redovisning,.
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Exempel 3. En elev studerar ekvationen 2vVx-xv2=0. Eleven kom-
mer snabbt fram till svaren, eller nigot svar, med bristande forkla-
ring. Eleven "ser” 1osningarna. I stillet for att papeka att elevens
16sning ir fel kan du kommentera den bristande redovisningen och
fraga Hur vet vi att detta dr de enda losningarna utifrin dina svar?
Behovet av att redovisa tankegingen blir pa detta sitt begripligt.

Det ir viktigt att du fokuserar pa kommunikationen mellan dig som lirare och din
elev (se exempel 1) och intresserar dig for och utgar frin elevens sitt att tinka.
Nedan foljer andra exempel pa fragor som bjuder in eleven att resonera utifrin sitt

arbete (jimfor Berggren och Trygg, 2010, s. i:11-i:12):

* Finns det flera [6sningar? Hur ménga?

* Finns det fordelar och nackdelar med olika losningsstrategier? Motivera varfor.

* Kan du visa 16sningen med representationsformer (ord, bild, tal, formel...)?

* Gir det att generalisera ditt resultat?

e Ar svaret rimlige?

* Kan du kontrollera din 16sning? Finns det olika sitt att gora detta?

* Har arbetet med problemet gett dig ny kunskap? I sé fall vilken?

* Har du arbetat med nagot liknande problem tidigare? Jimfor.

Det giller ocksa att visa pd 16sningsstrategier for eleven som kommer fungera pa
sikt. Som lrare for elever med sirskilda matematiska forméagor behover du ibland
se bortom arskursens centrala innehall for att hitta ritt innehall och anvinda varie-
rade metoder. Tink igenom olika majliga 16sningsforslag infor undervisningstillfil-

len och forvanas inte 6ver helt nya som du snabbt behdver kunna sitta dig in i, det
dr en grund for att lyckas med att stodja dessa elever att utvecklas vidare.

Det idr ocksa viktigt att vara vaksam pd de normer som rader i klassrummet. Det
finns matematiska normer exempelvis f6r vad som kan anses som en 18sning pa
ett matematiskt problem, vad som kan tinkas vara en alternativ eller mer effek-
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tiv [6sning pd problemet och vad som ir ett matematiskt godtagbart argument
for 16sningen. I skolan behover vi skapa normer som underlittar for eleverna att
komma i kontakt med de matematiska reglerna. Alltsa normer for undervisning i
matematik s.k. sociomatematiska normer (Cobb & Yackel, 1996; Pettersson, 2011;
Pettersson & Wistedt, 2013; Yackel & Cobb, 1996).

Om en matematisk norm ir att ett svar eller en 16sning pa ett problem kriver
argumentation, foljer att en sociomatematisk norm ir att eleverna fir mojlighet att
lira sig argumentera for sina losningar. P4 samma sitt behover eleverna fa mojlig-
het att diskutera alternativa 18sningar, se vad som skiljer dem at, bedéma och av-
gora vilka kvaliteter som finns i de olika losningarna. Dessutom finns klassrummets
sociala normer oberoende av imne, det ir regelbundna ménster som reglerar elevers
och ldrares interaktion med varandra. Sddana normer kan exempelvis vara hur man
samtalar i klassrummet, att elever ricker upp handen, att det dr viktigt att lyssna
ndr en enskild elev eller liraren talar. Klassrummets sociala normer kan ocksa inne-
bira att det dr vikeigt att alla forstér och kan f6lja de resonemang som fors i klass-
rummet eller att alla fir komma till tals i samma omfattning. De sociomatematiska
och de sociala normerna kan i vissa fall komma i konflikt. Lis mer om sadana
konflikter och hur detta kan ta sig uttryck i klassrumssituationer i Studiesituationen
[for elever med séirskilda matematiska formagor (Pettersson, 2011) samt Barns mate-
matiska formdgor — och hur de kan utvecklas (Pettersson och Wistedt, 2013).

Som ldrare har du uppgiften att kontinuerligt ge eleverna nytt brinsle och
stimulans som utmanar dem och som de kan vara kreativa kring. Det ricker inte
med “genom den hir férdjupningsuppgiften i slutet pé liséret eller kursen si fir
de duktiga eleverna sitt”. Du kan inte rikna med att det gir att fora over ditt eget
engagemang for nagot. Det fungerar sillan med “det hir tycker jag dr intressant,
titta pa detta”. Sirskilt begavade elever vill girna sjilva vilja sitt engagemang,
de vill sjdlva uppticka, definiera och skapa sitt intresse. De vill vara delaktiga i
problemstillningen. Det ar dirfor viktigt att du kan kinna dig trygg i att utmana
elever att formulera matematiska frigestillningar dven om du inte har ett fardigt
16sningf6rslag som stod for samtalet. Att se undervisningen, exempelvis arbetet
med ett problem, som ett gemensamt projekt kan vara en nyckel for utvecklande
samtal (notera exempelvis samspelet mellan lirare och elev i exempel 1).

Visa alltsa ditt engagemang utan direkt ansprik pd motprestation, och mét sam-
tidigt elevens intresse f6r nagot. Var en férebild f6r matematisk nyfikenhet. Ditt
engagemang, ditt bemotande och ditt forhéllningssitt till matematiken 4r minst
lika viktigt som innehéllet i det du férmedlar. Miljén, det matematiska klimatet, ar
alltsa viktig for att eleverna ska kunna blomma ut.
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Liraren fungerar som ett bollplank for kreativa tankar, men det r ocksa viktigt

att sirskilt begavade elever kommer i kontakt med jimlika elever. Eleverna kan

pa detta sitt fungera som en kreativ kraft at varandra, och det minskar risken att
eleverna kiinner sig ensamma och missférstidda. Det 4r dven positivt om sirskilt
begavade elever fir mota personer som de kan se som forebilder for vidare studier i
dmnet. Det kan vara dldre elever eller vuxna verksamma inom andra institutioner.
I de tidigare skolaren kan en f6rebild 4ven vara en “matematikmentor” i form av
en specialldrare i matematik som regelbundet stottar arbetet med de mer drivna
eleverna. I de senare skoléren i grundskolan kan t.ex. lirare med behorighet f6r
undervisning i gymnasieskolan behéva knytas till skolan for ett systematiskt arbete.
Positivt 4r dven andra utbyten mellan grundskola och gymnasieskola.

Forutsittningarna for ate laca sirskilt begavade elever triffas ir olika. Genom
spetsutbildningar i grundskolan och gymnasieskolan finns sirskilda forutsictningar
for matematiskt drivna elever att motas. Eleverna samlas hir i gemensam klass eller
liser sina spetsimnen gemensamt vilket gor att de i det dagliga arbetet har kontakt
med jimbérdiga. Det finns 4ven andra former av grupperade 16sningar dir man
later intresserade elever samlas i den dagliga verksamheten och genom kontinuer-
liga undervisningstillfillen.

Det finns exempel dir hégskolor och universitet ordnar triffar f6r gymnasie-
elever, med olika former av f6rdjupningsverksamhet, exempelvis matematiska cirklar
(Kungliga Tekniska hogskolan, 2015), vektorgeometri for gymnasieelever (Linné-
universitetet, 2015) och problemldsningskurs (Stockholms universitet, 2015). Pa
motsvarande sitt finns samarbeten mellan grundskola och gymnasieskola dir grund-
skoleelever far komma till en gymnasieskola och delta i olika former av breddnings-
verksamhet. De stadiedverskridande samarbetena fungerar ofta om de bygger pa
kontinuitet och att det finns en klar tanke och ett uttalat mél med verksamheten.

Tavlingar ger ocksd majligheter att komma i kontakt med andra matematikintres-
serade elever. I grundskolan har vi exempelvis Pythagoras Quest, Sigmadttan, Higstadiets
matematiktivling samt Kingurutivlingen (dir tivlingens flervalsuppgifter 4r utmirkta
problem att arbeta vidare med). Kingurutivlingen har dven sin motsvarighet f6r
gymnasieelever, och for gymnasiet finns dven Skolornas matematiktivling, dir de frimst
placerade erbjuds en korrespondenskurs. Det ar viktigt att ldrare och skolledare infor-
merar eleverna om dessa tivlingar och att eleverna fir méjlighet att delta. Ytterligare
information om tivlingar och aktiviteter som ror sirskilt begavade elever i matematik
finns pa t.ex. NCM:s webbsida "Mattetalanger” (mattetalanger.ncm.gu.se).
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Vi ger hir nagra forslag pa konkreta aktiviteter i arbetet med sirskilt begivade
elever. Vi vill lyfta fram aktiviteter som inte 4r beroende av vilket omrade i mate-
matiken som dr aktuellt. De foreslagna ingidngarna kan ses ligga som en “hinna”
over vilket matematiskt omride som helst. Forenklat syftar fokusomradena nedan
till att mota och vidareutveckla elevernas sirskilda formagor som berordes i textens
inledning, och detta i en riktning mot att bygga upp viktiga kvaliteter for motet
med ny matematik. Aktiviteterna ska ocksd skapa uttrycksformer f6r eleverna och
ddrigenom skapa forutsittningar fér att kommunicera matematik. Detta 4r inte
minst viktigt for att de ska komma vidare i sin kreativitet. Problemférslagen kopp-
lade till de olika aktiviteterna ar limpliga for olika aldrar.

(A) Lek med symbolspriket. Utmana eleverna genom att vilja okonventionella varia-
belnamn och liknande. Det utvecklar férmagan att avkoda problemstillningar och
bidrar till att stimulera elevens kreativitet (F1, F3, F6). Eleverna blir mindre him-

made i sitt sitt att tinka och de kinner sig friare i sina resonemang.

Forslag pa problem:

a) Finns det olika tal a och b sidana att a®= b?®?

b) P4 vilka sitt beskriver ekvationen x = y?+ 4y - 7 en funktion?
c) Bestim mojligax di x*+ (p + q) x +pq = 0.

d) Vad ir k-virdet for den rita linjen med ekvationen y=3x + k?

e) Vilka komplexa tal z uppfyller Im Re z=Re Im z?

I det forsta problemet ligger observationen 2*=4? kanske nirmast, men dven
(-2)"* = (-4)? giller exempelvis. En diskussion kring problemet kan handla om
olika strategier for att bestimma méjliga virden pa a och b. En fullstindig utred-
ning av problemet kriver analysens verktyg, men om vi begrinsar problemet till
fallet att a och b ir positiva heltal, s blir verktygen inom talteorin tillgingliga.

Det andra problemet, Ab, utmanar eleven i att tinka y som funktion av x, och
(mer okonventionellt) x som funktion av y. Diskussionen kan fordjupas genom att
blanda in olika val av definitionsmingder. I samband med problem Ac kan fragan
lyftas om begreppet pq-formel ir ett bra begrepp, och pa samma sitt i Ad, ir k-
virde ett bra begrepp?
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Arbete med komplexa tal erbjuder manga majligheter att laborera med spinnande
identiteter och ekvationer, ett exempel finns i Ae. Nagra ytterligare exempel pa
detta: undersok mojliga z da Z+ |z|i=2 + 3i, bestim alla komplexa tal z sidana
att z|z|=Z + |z|i och, slutligen, har ekvationen z' = i* nigon mening eller [6sning?

(B) Lek med definitioner och begrepp. lfragasitt givna definitioner, lit eleverna
arbeta med nya definitioner. Lat dven eleverna introducera egna definitioner och
begrepp, och dra slutsatser kring dessa. Genom att ge elever hir-och-nu-uppgifter,
dvs. problem som de inte har nigon forforstielse kring, kan du halla uppe energin,
aktiviteten och nirvaron hos sirskilt begivade elever. Dessa elever tappar tempo
i brist pa stimulans. Férmégan att ta till sig begrepp och definitioner, 4r oerhért
viktig i kunskapsbygget i omradet matematik, och vi kan koppla detta till f6rmé-
gorna F1 och F4.

Forslag pa problem:

a) Ettbvadrattal ir ett tal som ir kvadraten av ett heltal. Tv4 heltal
a och b dr kamrattal di produkten a-b ir ett kvadrattal. Vilka av
talen 1,...,100 ir kamrat med talet 62

b) Vad skulle det innebira om talet 1 vore ett primeal?

c) Etthalvtal ir ett tal a sidant att 2a ir ett heltal. Bevisa att sum-
man av tva halvtal 4r ett halvtal. (Frin Petersson, 2013.)

d) Rikneregeln addiplikation * definierasaxb=a-b+a+b.

Lo6s ekvationen 3 * x = 4.

e) En triangel kallas sexaginta da dess sidor kan namnges a, boch ¢
s att
c’=a’+b’-ab.
Undersk om det finns ritvinkliga trianglar som 4r sexaginta.

Det forsta problemet handlar om att ta till sig, och hilla isir, begreppen kvadrat-
tal och kamrattal. Alternativa fragestillningar: visa att varje par av kvadractal ar
kamrattal, och, visa att ett kvadrattal inte kan vara kamrat med nigot annat 4n ett
kvadrattal. Vid arbete med Bb bér du kommentera hur vi dé skulle tappa entydig-
heten vid primtalsfaktorisering. Detaljer vid definitionen av begrepp ir viktiga.

I problemen, Bc — Be, utmanas eleverna framfor alle i att hélla isir vad som ir
givet och vad som ska visas. Problem Bd kan varieras pa olika sitt, exempelvis: for
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vilka tal a har ekvationen a * X = b en unik l6sning for alla tal b? Varfor inte lita
eleverna utforska en egen rikneregel? I det sista problemet Be s kan det ligga nira
till hands att (endast) utgd frin fallet att c*= a*+ b? (vanliga variabelbeteckningar
i samband med Pythagoras sats), och konstatera att det inte finns nagra sexaginta
ritvinkliga trianglar dd c*= a*+ b?- ab. Hir missas fallet da a 4r hypotenusan
(eller b), sa a>= b*+ c? vilket tillsammans med likheten c* = a*+ b*- ab ger artt
a = 2b. Vi har alltsd att gora med en halv liksidig triangel. Trianglar med vinklarna
30°, 60° och 90° ir precis de ritvinkliga trianglarna som samtidigt ir sexaginta.
(Cosinussatsen ger att en triangel ar sexaginta om och endast om en vinkel ar 60
grader, sexaginta = 60 pa latin.)

(C) Laborera med riktningen pa paistienden. Arbeta med begreppen implikation
och ekvivalens. Du kan arbeta med begreppen formellt, men 4ven mer informellt
i lagre arskurser. Studera omvindningen till givna implikationer (utsagor), vind
alltsé rikening pd implikationen. Att resonera kring implikation och ekvivalens

ar viktiga tankeverktyg, verktyg for flexibelt tinkande (F6). Inte minst 4r begrep-
pen nyckelkomponenter nir det giller att generalisera (F2) och formulera egna
problemstillningar. Begreppen gor det ocksa mojligt att 6ka precisionen vid
matematisk argumentation. Sirskilt begivade elever har manga ganger en férmaga
att intuitivt se losningar (jimfor exempel 3), men behover uttrycksformer for att
formulera bakomliggande resonemang. Som exempel hade Saras implicita resone-
mang i exempel 2 kunnat f6rtydligas sa hir:

{ x+5
x-7

ochx=11,y =8 - 12x = 16,5y.

14y
2,5y

- 12x=16,5y,

2y {7x + 35
0,5y 5x - 35

Forslag pa problem:

a) Om2 - air ett positivt tal sa ir 1 - a positivt. Ar detta pastiende
sant, och vad kan sigas om omvindningen?

b) Visaatt om ax + b = 0 f6r alla tal X, s mistea = 0 och b = 0.
Giller omvindningen?

c) Ett tal n kallas udda om n = 2k +1f6r nagot heltal k. Bevisa att
om n + 2 ir ett udda tal si maste dven 3n + 2 vara ett udda tal.
Giller omvindningen?
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d) Hur kan vi forsta att X = -1 inte 4r en l6sning till ekvationen
x = V(2 - x*) utifran féljande bearbetning av densamma:

x = V(2-%x%)

X2 = 2-x°
2x% = 2
8 = 1

X = t1

)  Ertt heltal n dr Jyckligr da det kan skrivas n=d+b? for nagra heltal
a och b. Bevisa att ett heltal n ar lyckligt om och endast om 2n idr
lyckligt.

Fler liknande problem finns i Problemlisningens grunder (Petersson, 2013) och
Mathematical reasoning; writing and proof (Sundstrom, 2014).

Det f6rsta problemet Ca handlar delvis om A7 man visar att en implikation
inte giller. I Cb har vi ett exempel ddr implikationen at ena hallet (omvindningen)
ar vildigt enkel, men dir andra riktningen ar svarare. Det i grund och botten
enkla kan ibland uppfattas som svart att visa, da det just ter sig som si uppenbart.
Notera att omvindningen i Cc inte giller (ta exempelvis n = 1/3), den giller bara
under fSrutsittning att n 4r ett heltal vilket det inte sigs nigot om. Hir kan man
diskutera vikten av att vara observant kring frutsittningarna vid problemlésning.

Det sista problemet ror sig om en ekvivalens. En poing med problemet ir dess
enkla formulering, medan dess 16sning inte 4r enkel. Att 2n 4r lyckligt da n ér det
foljer av observationen 2(a*+ b?) = (a + b)*+ (a - b)?, vi har alltsi att gora med
en trevlig tillimpning av kvadreringsregeln. Implikationen 4t andra héllet 4r nagot
svarare att visa.

(D) Arbeta med sppna uppgifier. Oppna uppgifter kan definieras som uppgifter dir
antingen svaret (antalet korrekta svar) eller 16sningsmetoden inte 4r bestimd. Ett
problem kan vara enkelt for vissa elever, men f6r andra med mindre verktyg med

sig har det 6ppen karakedr. Och en uppgift kan ha olika grad av 6ppenhet:
e ett korrekt svar, flera 16sningsmetoder
* flera korrekta svar, en 18sningsmetod

¢ flera korrekta svar, flera losningsmetoder.
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Ett limpligt sitt att forpacka 6ppna uppgifter dr forberedande delfrigor (se exem-
pelvis ¢ och d nedan) som mynnar ut i en mer 6ppen problemstillning. Genom
en mjukare 6vergang till en mer 6ppen problemstillning kan du fi med alla elever,
och samtidigt kan du genom problemformuleringen (delproblem) guida eleverna
till ate stilla relevanta frigor vid motet med ett mer eller mindre komplext pro-
blem: Hur blir det i detta specialfall, finns det ett enklare fall, vad hinder om...
etc. Arbete med 6ppna uppgifter utvecklar framfor allt elevernas kreativitet (F6),
och de stimuleras i att tinka bortom det redan losta, generaliserbarhet (F2).

Forslag pa problem:

a) Addition i plus

* Undersok om du kan placera siffrorna 1,2,3,4,5 i rutorna i figuren till vinster
nedan s att summan vigritt och lodritt blir densamma. (I figuren till hoger
giller inte detta d& den végrita summan dr 1 + 2 + 5 = 7 och den lodrita
4+2+3=9)

* Om du i stillet startar med talen 2,3,4,5,6, undersok hur kan du placera dessa i
figuren till vinster si att summan vagritt och lodritt blir densamma.

* Kan du finna fem olika positiva heltal s att det inze gar att placera dem i figuren
sd att summan vagritt och lodritt blir densamma?

* Undersok om det 4r mojligt att finna fem olika positiva heltal sidana att det 4r
mojligt att fa summan vigritt och lodritt densamma med vilket som helst av de
fem talen i mitten.
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b) Rundhetstalet R f6r en geometrisk figur (i planet) definieras av:

A
R=4T[W

dir A dr figurens area och O dess omkrets. En cirkel 4r den geometriska figur
som har storst area i forhallande till sin omkrets, vilket gor att R dr som storst
for just en cirkel. En geometrisk figur sigs vara rundare 4n en annan da dess
rundhetstal ir storre.

Visa att varje cirkel (oavsett radie) har rundhetstalet 1.

Bestim rundhetstalet for en kvadrat.

Bestim rundhetstalet for en kvartscirkelsektor (rit medelpunkesvinkel).

Avgor, utan riknares hjilp, om en kvadrat ar rundare dn en kvartscirkelsektor.
Visa att kvartscirkelsektorn inte ir den rundaste cirkelsektorn.

Ett intressant pdbyggnadsproblem ir att bestimma den rundaste cirkelsektorn.
Det visar sig att den rundaste cirkelsektorn dr den med medelpunketsvinkel 2
radianer, denna cirkelsektor har samma rundhetstal som en kvadrat. Intressanta
diskussioner kan dven uppstd genom att reflektera 6ver om det finns ett motsva-
rande métt pa hur rake ett kurvstycke ir, eller hur klotformad en kropp ir. Se
Lennerstad (2013) for mer inspiration och detaljer kring begreppet rundhet.

c) Heltal med eller utan nollor:

Hur manga tresiffriga positiva heltal innehaller ingen nolla?

Hur ménga tresiffriga positiva heltal innehaller minst en nolla?

Visa att det finns fler fyrsiffriga positiva heltal utan nolla i talet, 4n antalet fyr-
siffriga positiva heltal med minst en nolla.

Undersok om det alltid finns fler n-siffriga positiva heltal utan nollor in antalet
n-siffriga positiva heltal med minst en nolla.

(Det visar sig att om, och endast om, n > 8 sé finns det fler n-siffriga
tal med en nolla i talet.)
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d) Om a och b ir siffror sa betecknar ab motsvarande tvasiffriga heltal.
* Visa att det inte finns nigot tvasiffrigt tal ab sadant att 4 - ab = 3 - ba.
* Undersok mojliga tvasiffriga tal ab sidana att 8 - ab = 3 - ba.

* Undersok for vilka par av siffror n och k det finns tvasiffriga tal ab med
n-ab=Kk-ba.

(Som exempel har viatt 8- 27 =3-720ch 4-42=7 - 24.
Se forslagsvis Eriksson & Rydh (2003) for liknande problem.)

e) Detta problem handlar om polynom och nollstillen.
* Bestim alla forstagradspolynom p(x) = x + a sidana att p(a) = 0.

* Bestdm alla andragradspolynom p(x) = x* + ax + b sidana att koeflicienterna
a,b bada ir nollstillen till p.

¢ Undersdk hur minga tredjegradspolynom p(x) = x* + ax* + bx + ¢ det finns
sidana att koefficienterna a,b,c alla ir nollstillen till p.

Hir foljer exempel pi litteratur med problem som p4 liknande sitt gir fran det
enklare till det mer 6ppna och komplexa: Larsson, 2007; Lindberg & Christi-
ansen, 2010; Eriksson & Rydh, 2003; Fich, 2001; Hagland, Hedrén och Taflin,
2005.

Notera hur problem pd formen ovan Da-e, med delproblem med stegrande
komplexitet och som bygger vidare pa varandra, ofta kan férenklas pa ett natur-
ligt sdtt, och dirmed anpassas for ligre aldrar. Det kan exempelvis handla om
att begrinsa eller modifiera frigestillningarna. P4 samma sitt kan du i regel gora
dem 4n mer 8ppna och komplexa genom att bygga pa med frgor (se exempelvis
diskussionen i samband med problem Db). Vi uppmuntrar lirare till att sjilva
laborera med denna typ av problemstruktur. Genom att dela upp ett problem i
delproblem kan du se hur eleverna tinker i problemets delar, vad ir det eleverna
behaver utveckla?

(E) Arbeta med skriftlig redovisning och matematiska representationsformer. Det
matematiska tinkandet nir komplexiteten okar gir via "handen”, via det skriftliga.
For att uttrycka och utveckla en djupare form av kreativitet krivs det ett moget
matematiske skriftsprak. D4 vi ser sirskilt begavade elever som potentiella professi-
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onella matematiker (forskare), ar det viktigt att de fir arbeta med skriftlig matema-
tisk framstillning, girna redan under grundskolans senare ér.

Vi har i (C) pekat pd hur arbete med implikations- och ekvivalenspilar ir ett
sitt att stodja eleverna i att 6ka precisionen i sina skriftliga resonemang. Nedan ger
vi ytterligare forslag pé arbetssitt.

FORSLAG TILL AKTIVITETER FOR HOGRE ALDRAR

a) Lit eleverna arbeta med problem som “tvingar” dem att introducera figurer och
beteckningar. Hir foljer ett exempel pa en sadan problemtyp:

* En Fibonaccitalf6ljd 4r en talfoljd dir varje tal i f6ljden, frin och med det
tredje talet, ir summan av de tvé foregiende talen. Om det tredje talet i en
Fibonaccitalféljd dr 3 och det tionde talet 10, vilket dr dé det forsta talet i
foljden?

b) Hjilp eleverna strukturera sina redovisningar, for losta problem (Petersson,
2013; Sundstrom, 2014). Lit limpligtvis eleverna arbeta med “bevisféringspro-
blem” (se exempelvis Be, Cb, Cc, Ce ovan) samt med "stérre uppgifter” (som
Da-e ovan) som de sedan limnar in I6sningar till. Limpliga problemsamlingar
hir 4r (Berglund, 2005; Eriksson & Rydh, 2003; Fich, 2001; Petersson, 2013).
Ytterligare killor for utmirkta problem #r nitsidorna for Skolornas matema-
tiktdavling och Pythagoras Quest, se (Svenska Matematikersamfundet, 2015),
respektive (Pythagoras Quest, 2015).

c) Samla pa dig exempel pa bra elevlésningar och mindre bra elevlgsningar. Lt
eleverna fi reflektera kring kvaliteten. Vad kinnetecknar en bra l6sning?

d) Fi eleverna att inse hur detaljer (enstaka ord, symboler) kan gora visentlig skill-
nad pa kvaliteten pa ett matematiskt resonemang.

e) Introducera tivlingsmatematik (alla elever ir inte intresserade av detta). P4 detta
satt gors det tydligt att goda redovisningar inte 4r nagot som du som enskild 13-
rare onskar bara for att, utan det virderas pd samma sitt inom dmnet. Férmagan
att skriftligen kunna uttrycka matematik fir en mening.

For elever i de yngre aldrarna kan man inte stéilla samma krav pa skriftlig kom-
munikationsférméga. Hir foreslar vi stillet att man arbetar med (kommunicerar
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kring) olika representationsformer fér matematik. En viktig grund f6r att, bade
skriftligt och muntligt, kommunicera (och tinka) matematik 4r just att vara fortro-
gen med varierade matematiska uttrycksformer.

Arbete med olika representationsformer handlar framfor allt om att lyfta fram
betydelsen av, och styrkan med, det matematiska symbolspriket, men dven att med
bilder, figurer, tabeller, symboler illustrera matematik (strukturer och samband).
Lampliga uppgifter kan vara problem som bygger pa att finna och, exempelvis al-
gebraiskt, uttrycka monster utifrin bilder eller tabeller eller andra framstillningar.
Aven problem som bygger pa att tolka och bearbeta olika former av symbolfram-
stillningar 4r limpliga. (Se nedan f6r problemférslag, Ef—j.)

Man kan diskutera olika representationsformer genom exempelvis fyrfalss-
blad (se Algebra for alla av Bergsten, Higgstrom och Lindberg, 1997, s. 43). Det
handlar om att en aktivitet, exempelvis arbetet med ett problem, beskrivs utifrin
kategorierna: bild, ord, tal och formel, eller andra i sammanhanget limpliga repre-
sentationsformer. Genom att samla och dokumentera beskrivningarna i olika filt
som svarar mot de olika kategorierna kan du visa mojliga representationsformer for
de yngre eleverna.

KLAG-modellen (frin Rika matematiska problem av Hagland, Hedrén och
Taflin, 2005, s. 32-35) kan anvindas som utgéngspunke for att visa pd olika
representationsformer nir man loser matematiska problem. K star f6r konkret ut-
trycksform, L for logisk och spriklig uttrycksform, A for algebraisk och aritmetrisk
uttrycksform och G for grafisk och geometrisk uttrycksform (se Hagland, Hedrén
och Taflin (2005) f6r detaljer). Denna modell kan 4ven fungera bra som analysun-
derlag for att samtala med eleven omkring kvalitet i olika losningar och hur dessa
kan utvecklas.

FORSLAG PA AKTIVITETER FOR LAGRE ALDRAR

f) Genom att arbeta med “riknekedjor” kan man lyfta fram hur samband kan ut-
tryckas pé olika sitt, lat oss ge ett exempel (se dven Holgersson, 2014). Betrakta
riknekedjan nedan. For varje invirde sa ger riknekedjan ett uzvérde:

e Vad blir utvirdet dj invirdet 4r 2?

Y
|
P—l
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Ar det mojligt att fa utvirdet 2?

Vad blir utvirdet da invirdet dr 1/3?

Kan man fi utvirdet 1/3?

Kan man fi samma utvirde som invirdet?

Kan man fi samma utvirde for tva olika invirden?

Definiera en egen riknekedja, och besvara frigorna ovan f6r denna.

Notera hur de forsta fragestillningarna kan l6sas forhallandevis enkelt, utan
algebraiska ansatser. Lingre ner i fragestillningarna 6kar behovet av att repre-
sentera riknekedjan med hjilp av ett algebraiskt samband. Notera speciellt att
invirde och utvirde inte betecknats med variabler, lat girna eleverna sjilva inse
att de har nytta av limpliga beteckningar. Vid en uppféljning av arbetet med
riknekedjan kan grafisk representation lyftas fram (hur kopplar vi svaren pa
frigorna till grafen f6r den underliggande funktionen?).

g) Hir foljer ett exempel pé hur representationer i form av grafer kan illustreras.

Tre olika vaser A, B och C fylls helt med vatten med samma hastighet, en decili-
ter vatten per sekund. Nedan ser du hur vattennivan i de olika vaserna 6kar med
tiden. Ge exempel, med motivering, pa hur de tre vaserna kan se ut.

A
h = vattenniva A B

= tid

Ge exempel pa hur en vas svarandes mot f6ljande graf kan se ut:
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h = vattenniva

T T T T -

t = tid

Hir kan man lata eleverna reflektera 6ver om olika vaser kan ge upphov till
samma graf och, hur kan en graf se ut f6r att svara mot en vas. Intressanta dis-
kussioner kan uppsta genom att “vinda pa problemet”, exempelvis sa hir:

* Rita en vas och fundera kring hur grafen f6r din vas kan se ut.
h) Arbeta med olika talsystem och talbaser. Eleverna utmanas pa detta sitt i att forsta

hur tal kan representeras pé olika sitt, en och samma sak kan skrivas pé olika
former. Hir ges exempel pa problemstillningar att utga ifrin:

* Vilket tal svarar mot talet 11010 angivet i binir form?
* Ange talet 27 i bindr form?
* Bestim summan av de binira talen 1101 och 1011 i binir form.

* Fordjupande frigestillningar kan vara: hur manga siffror innehaller talet
1000000 angivet i binir form, eller, hur kan man avgora om ett tal ar delbart
med 8 di talet 4r angivet i decimal respektive i binir form? (Se dven Maximatik,
Talsystem och grafer av Palbom och Wigzell (2007) for mer kring detta tema.)

i) Genom att arbeta med sannolikbetstrid (triddiagram) kan man visa pa hur sym-
boler och bilder kan tjina som std for att 16sa problem.

24 AMNESDIDAKTISKT STOD | MATEMATIK



I en strumplada finns det 14 strumpor, 8 vita och 6 svarta. Hur stor ir san-
nolikheten att du drar tva strumpor i samma firg, om du slumpvis drar tva
strumpor ur lddan?

Genom att 6ka komplexiteten i problemstillningen kan man peka pa
behovet av, och styrkan i, algebraiska ansatser. Hir ges ett forslag (se
Eriksson & Rydh (2003), s. 41, for liknande problem):

I en strumplada finns det endast svarta och vita stcrumpor. Det finns dubbelt sd
mdnga svarta som vita strumpor. Sannolikheten att dra tvd strumpor i samma
firg 4r 9/17. Hur manga strumpor ligger det i lidan?

(Det visar sig vara 18 strumpor i ladan.)

Kryptering ar ett limpligt tema for att arbeta med symboler och representatio-
ner. Problemstillningen kan ges en nerv genom att utmana eleverna i att forsoka
“knicka koden” (dekryptering). Ett exempel pd en enklare form av kryptering ir
att lita A svara mot O, B mot A och s3 vidare:

Kryptera ordet "MATEMATIK”.
Dekryptera ordet "THYJYPKSON”

(HYJYPKSON = VETENSKAP,) Andra former av krypton kan

vara att “forskjuta” alfabetet ett antal steg. Med forskjutningen fyra
steg kommer A svara mot E, B mot F ... och O motsvarar D. Mer
raffinerade former av kryptering kan exempelvis vara baserade pa tal-
basbyten. Intressanta diskussioner kan uppstd genom att lata eleverna
introducera egna krypteringsalgoritmer — vad f6r krav bér vi stilla pa
en krypteringsalgoritm? (Se exempelvis Maximatik, Krypto av Palbom
och Wigzell (2007), NCM:s kryptoskola och Nijesmatematik av
Eriksson & Rydh (2003) for fler uppslag kring detta omréde.)

Ytterligare exempel kan vara att visa pa hur geometriska objekt (som linjer och
cirklar) kan beskrivas med ekvationer, och dir man pekar pa fordelar med att

kunna vixla mellan att gi frin geometri till algebra och tvirtom. Hur avgér man

exempelvis om en given punkt ligger pa en given cirkel? Man kan 4ven jobba med

att lisa ut matematiska framstillningar och bearbetningar i ord. Lit exempelvis

eleverna i ord beskriva hur de 16st en given ekvation.
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