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Utokad undervisningstid
i matematik

Hur en 0kning av undervisningstiden
kan anvandas for att starka elevernas
matematikkunskapet.



Skolverket fick den 22 december 2011 i uppdrag av regeringen att kartligga
och analysera hur en Gkning av den garanterade undervisningstiden i matematik i
grundskolan och motsvarande skolformer med 120 timmar kan anvindas for att i
sd stor utstrickning som mojligt stirka elevernas matematikkunskaper. Uppdraget
redovisades den 28 september 2012.

Utokningen av undervisningstiden avser grundskolan, grundsirskolan, special-
skolan och sameskolan. Avsikten ar att stirka elevernas kunskaper i matematik.
Den 9 juli 2012 limnades 4ven forslag till andringar i skollagen (2010:800) som
behovs for inférandet av den utékade minsta garanterade undervisningstiden i
dmnet matematik i de obligatoriska skolformerna. Samtidigt foreslar regeringen
att antalet timmar fér matematik inte far minskas i samband med skolans val.

I rapporten finns Skolverkets sammanfattning av omridet samt en bed6m-
ning av hur tiden kan anvindas for att i s stor utstrickning som méjligt stirka
elevernas matematikkunskaper. Syftet med rapporten ir att bedoma nir, hur
och till vad en utékad tid med 120 timmar i grundskolan och motsvarande
skolformer kan anvindas pa bista sitt. Skolverket har latit tva forskare,
Per-Olof Bentley och LiliAnn Kling Sackeryd, kartligga aktuell forskning
inom omréidet tidsanvindning och framgangsrik matematikundervisning.
Dessa tva forskningsrapporter utgér ett underlag till rapporten och finns dven
som bilagor for att kunna ldsas enskilt som f6rdjupning. Forfattarna ansvarar
sjilva for innehallet i respektive forskningsrapport.

I rapporten beskrivs 4ven andra faktorer som har betydelse for att en utokad
undervisningstid i matematik ska, sa lingt det 4r majligt, stirka elevernas
kunskaper i matematik. Det ber6r bland annat styrning och ledning av verk-
samheten och dirfor finns, som bilaga, dven ett konkret exempel pa hur en
utdkad undervisningstid kan hanteras i en medelstor kommun.

Skolverkets férhoppning ér att rapporten kommer att utgora ett underlag for
de beslut som kommer att tas i samband med att en utékad timplan i matematik
inf6rs. Rapporten riktar sig savil till rektorer och ldrare som till de tjinstemin
och politiker som arbetar med utbildningsfragor i grundskolan och motsvarande
skolformer.

Stockholm, oktober 2012

Ragnar Eliasson Helena Karis
Avdelningschef Undervisningsrad
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Skolverkets samlade bedémning 4r att den utokade undervisningstiden i matema-
tik bor forliggas sa tidigt som méjligt for att fa den 6nskade effekten. Det innebir
att de 120 timmarna bor fordelas pa en timme i veckan under arskurserna 1-3.
Det frimsta argumentet for denna bedémning 4r den forskning som pekar pi att
den viktigaste faktorn for den fortsatta kunskapsutvecklingen i matematik ir att
grundligga ett matematiskt kunnande tidigt.

Genom att utdka tiden i de ligre arskurserna har eleverna i hogre utstrickning
mojlighet att utveckla en tidig begreppsforstéelse och forstaelse f6r berakningsstra-
tegier. | rapporten framkommer att det 4r just inom dessa formagor samt nir det
giller kunskap inom omradena taluppfattning och tals anvindning, geometri och
algebra som de storsta bristerna finns for elever i rskurs 4.

For att en utokad tid ska ge effekt bor undervisningens kvalitet ocksa hojas. En
framgingsrik matematikundervisning kiinnetecknas av att liraren har god kinne-
dom om styrdokumenten, att det finns tydliga mél och syften med studierna samt
en allsidig utvirdering och dterkoppling. Viktiga faktorer for en framgangsrik ma-
tematikundervisning ir en varierad undervisning samt hur kommunikation i
klassrummet om matematiska fenomen sker. Viktiga faktorer for att en utdkad tid
ska ge effeke 4r tydlig styrning och ledning samt rektorns roll som pedagogisk le-
dare. Skolverket bedomer att det dven finns ett behov av fortbildning for ldrare,
som bér omfatta bade dmnesteoretiska och dmnesdidaktiska kunskaper.

Flera satsningar som Skolverket nu genomfor forstirker de omraden som anges
ovan. I Lararlyftet II ges ldrare mojlighet att utoka sin behorighet genom dmneste-
oretiska och dmnesdidaktiska studier. Inom Matematiklyftet skapas mojligheter
for ldrare att, genom kollegialt lirande med externt stod, utveckla matematikun-
dervisningens kvalitet.

Inom ramen for Matematiklyftet kommer dven ett stod f6r rektorns pedagogis-
ka ledarskap i samband med ldrarfortbildningen i matematik att ges. Bide i rek-
torsprogrammet och i Rektorslyftet behandlas frigor om hur effektiv styrning och
ledning samt hur rektorns pedagogiska ledarskap kan bidra till att utveckla under-
visningen.

Slutligen konstaterar Skolverket att i ett malstyrt system bor huvudmannen f6lja
upp och utvirdera att den utokade undervisningstiden i matematik har haft effeke.
Detta sker genom att huvudmannen i det systematiska kvalitetsarbete fokuserar sa-
vil pa undervisningens kvalitet och dndamalsenlighet som pa elevernas méluppfyl-
lelse. For att forstirka statens stod kring det systematiska kvalitetsarbetet kommer
Skolverket att utfirda allménna rd under hésten 2012. Skolverkets allménna rad
om planering och genomférande av undervisningen utgdr ocksa ett viktigt stod for
huvudmannen i arbetet med att utveckla undervisningen i matematik.
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Utgangspunkten for denna rapport ir forskning och resultat frin nationella
och internationella mitningar och utvirderingar som ror elevers kunskaper
i matematik och matematikundervisningens utformning. Det ir framforallt
material som publicerats under den senaste tioarsperioden. Vidare har gillande
reglering av undervisning och undervisningstid samt aktuell statistik anvints
som underlag for rapporten.

Syftet med rapporten ir att besvara regeringsuppdraget genom f6ljande
fragestillningar:

- Nir bor tiden forlaggas?

- Vilka undervisningsformer 4r mer framgingsrika in andra?

- Vilket matematiskt innehéll bor prioriteras?

Tva olika forskningsmiljéer har fatt i uppdrag att sammanstilla kunskapsla-
get utifran olika empiriska underlag som utgangspunkt for rapporten. Valet av
forskningsmilj6er grundar sig pa forskarnas och institutionernas erfarenhet av
nationella och internationella utvirderingar. Per-Olof Bentley, Goteborgs uni-
versitet, med erfarenhet av arbete med internationella utvirderingar, har sam-
manstillt aktuell kunskap utifrén fordjupade analyser av TIMSS-resultat och
resultat frin nationella prov samt till detta relaterad didaktisk forskning (bilaga
1). Vid Umei universitet bedrivs forskning med kursplanens fé6rmagor i fokus.
Flera av institutionens forskare var delaktiga i Skolinspektionens kvalitets-
granskning av matematikundervisningens indamalsenlighet som genomférdes
2009". LiliAnn Kling Sackeryd vid Umea universitet har sammanstillt aktuell
kunskap med utgangspunkt i kvalitetsgranskningen och till denna relaterad di-
daktisk forskning (bilaga 2).

Skolverket har i forberedelsearbetet samritt med Skolinspektionen, Special-
pedagogiska skolmyndigheten (SPSM) och Sameskolstyrelsen i syfte att fa en
bred uppfattning om olika elevgruppers behov. Samrad har 4ven genomforts
med Nationellt centrum for matematikutbildning (NCM) i syfte att fa en
bredare uppfattning om erfarenheter och forskning nir det giller undervisning
i matematik och tidsanvindning. I slutfasen av uppdraget har Sveriges kom-
muner och landsting (SKL) och Friskolornas riksforbund inbjudits for infor-
mation om rapportens innehall.

' Skolinspektionen (2009). "Undervisningen i matematik — utbildningens innehill och inda-

malsenlighet” Rapport 2009:5, sid. 15.
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I detta avsnitt sammanfattas nuldget av matematikundervisningen i grundsko-
lan och motsvarande skolformer med utgangspunke i forskarnas rapporter,
i Skolverkets utvirderingar och statistik samt i aktuell reglering.

Inledningsvis beskrivs regleringen av undervisningstiden for amnet matematik
samt det som ir kiint om hur tiden for dmnet i realiteten fordelas och utnyttjas
over drskurserna. Hir redogdrs ocksd for tidsanvindningen i svenska skolan
i ett internationellt perspektiv.

Direfter behandlas matematikundervisningens utformning och innehall.
Hir beskrivs, med brett stéd i forskningen, vad som ir kinnetecken pa fram-
gangsrik undervisning samt hur matematikundervisningen bér vara utformad
for att maluppfyllelsen ska oka. Slutligen redogors for vilket innehéll i under-
visningen som ir angeliget att ligga ytterligare fokus pa for att stirka elevernas
kunskaper i matematik vid en utokning av tiden.

Undervisningstidens nuvarande reglering, omfattning och férdelning

Den sammanlagda garanterade undervisningstiden i varje imne i grundskolan
och motsvarande skolformer regleras i skollagen® respektive skolférordningen’.
Huvudmannen beslutar om férdelning av undervisningstiden mellan ars-

kurserna efter forslag av rektorn, vilket regleras i skolférordningen®. I dag ir
den garanterade undervisningstiden i matematik f6r grundskolans drskurs 1-9
totalt 900 timmar. Motsvarande tid for grundsirskolans arskurs 1-9 ar 885
timmar i nuvarande reglering. For sameskolans arskurs 1-6 4r tiden 660 tim-
mar och for specialskolans arskurs 1-10 4r den garanterade undervisningstiden
totalt minst 1 040 timmar.

I Utbildningsdepartementets remisspromemoria frin den 9 juli 2012 fore-
slés en 6kning med 120 timmar for alla obligatoriska skolformer®. For inrike-
ningen triningsskola i grundsirskolan foreslas dock inte nigon dkning av den
garanterade undervisningstiden. I triningsskolan finns inte matematik som
separat imne, utan ryms inom ramen for imnet verklighetsuppfattning. For-
slaget omfattar dven att den garanterade undervisningstiden i imnet matematik
i grundskolan inte kan minskas vid skolans val. Denna reglering finns redan
idag i specialskolan och sameskolan, dock inte i grundsirskolan.

Skollagen (2010:800). Bilaga 1.
Skolférordningen (2011:185). Bilaga 1, 2 och 3.
9 kap. 4 § skolforordningen.

U2012/3839/S.

[S NS )
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Tabell 1. Undervisningstid for grundskolan enligt timplanen.

Amne Antal timmar

Bild 230
Hem- och konsumentkunskap 118
Idrott och hélsa 500
Musik 230
Slojd 330
Svenska eller svenska som andrasprak 1 490
Engelska 480
Matematik 900
Geografi, historia, religionskunskap och samhallskunskap 885
Biologi, fysik, kemi och teknik 800
Sprakval 320
Elevens val 382
Totalt garanterat antal timmar 6 665
Darav skolans val* 600

*Vid skolans val fir antalet timmar i timplanen for ett imne eller en imnesgrupp minskas med
hégst 20%.

I det nuvarande mal- och resultatstyrda systemet kan huvudmannen orga-
nisera undervisningen pa ett flexibelt sitt utifrin skolans egna forutsittningar och
pedagogiska val. Inom ramen f6r den garanterade undervisningstiden finns det
stora méjligheter att 6ka eller minska ett imnes undervisningstid. Inom ramen
for elevens val (382 timmar i grundskolan) respektive skolans val (600 timmar i
grundskolan), finns mojligheter att redan idag utdka tiden f6r matematikunder-
visning. Elever som inte nér ligsta godtagbara kunskapskrav har dessutom ritt till
stodédrgirder, vilket i sig kan innebéra en ut6kad undervisningstid for dessa elever.
Huvudmannen har dven méjlighet att bestimma lokalt om en utékad undervis-
ningstid for alla elever, om det dr mojligt utifran till exempel skoldagens lingd®.

Under en f6rsoksperiod har ca 900 grundskolor arbetat utan att behéva till-
limpa den nationella timplanen’. Férsoksverksamheten 4r nu avslutad, men
den huvudman som dnskar kan ansoka hos Skolinspektionen om att f bedriva
utbildning i grundskolan utan att tillimpa timplanen®. Skolinspektionen far
besluta att utbildning far bedrivas utan att tillimpa timplanen om huvudman-
nen har godtagbara pedagogiska eller organisatoriska skil for att bedriva sidan
utbildning. Dessutom ska eleverna ges forutsiteningar att na de kunskapskrav

¢ 7 kap. 17 § skolférordningen.

Timplanedelegationens slutsatser och forslag redovisas i slutbetinkandet. Uran timplan — for
malinriktat lirande (SOU 2005:101).

& 9 kap. 23 § skolférordningen.
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som minst ska uppnas i samtliga amnen och i 6vrigt utvecklas s lingt som
mojligt enligt utbildningens méal. De kommuner och fristiende huvudmin som
tidigare var med i forsoksverksamheten behover inte ans6ka utan bara anmila
att de vill fortsitta att bedriva utbildning utan timplan®.

Nigon siker statistik pa nationell niva finns inte for hur undervisningstiden
i praktiken fordelas mellan arskurserna eller hur méjligheterna till omf6rdelning
av timmar mellan dmnen inom skolans val utnyttjas. Dirfor rader en viss osiker-
het om elevernas reella undervisningstid. I samband med framtagande av ny
liroplan f6r grundskolan och motsvarande skolformer gjorde Skolverket, pa
uppdrag av regeringen, en inventering av undervisningstid for respektive
imne'’. Inventeringen lig till grund f6r konstruktionen av kursplaner och
kunskapskrav. Skolverket vinde sig till huvudmin och direke till grundsir-
skolor for att samla in information. I tabell 2 och 3 visas hur undervisningstiden
i matematik var fordelad ver de olika arskurserna i grundskolan och grundsir-
skolan. Uppgifterna maste ses som relativt osikra men kan 4ndi vara vigledande
for att fa en bild av den faktiska fordelningen av undervisningstiden.

Tabell 2. Skolverkets antaganden om undervisningstid, angivet i timmar, som lag till grund for
konstruktionen av kunskapskraven i grundskolan.

Ak 1-3 Ak 4-6 Ak 7-9 Garanterat
Matematik 280-320 280-320 260-300 900

Tabell 3. Skolverkets antaganden om undervisningstid, angivet i timmar, som lag till grund for
konstruktionen av kunskapskraven i grundsarskolan.

Ak 1-6 Ak 7-9 Garanterat
Matematik 600-640 340-380 980!!

I grundskolan ir tiden relativt jimnt férdelad 6ver arskurserna, dock med en
nagot ldgre undervisningstid i drkurserna 7-9. I grundsirskolan verkar det vara
en nagot hogre siffra f6r de hogre arskurserna. Bade Bentley och Kling Sackeryd
pekar i sina rapporter pé att andra gemensamma aktiviteter i skolorna troligen
inkriktar pa undervisningstiden si att den faktiska undervisningstiden i prak-
tiken sannolikt blir mindre.

Nir det giller sameskolan framkom vid samrdd med Sameskolstyrelsen att
eleverna ofta har haft mer tid i matematik 4n grundskoleeleverna som de méter
i drskurs 7.

9

Skolférordningen (2011:185). Ikrafttridande och évergingsbestimmelser punkt 8-10.
Enligt punke 10 ska detta ske fore utgingen av 2011.

19 Delredovisning (2009-04-28) av regeringsuppdrag U2009/312/S.

"' 1 juli 2011 dndrades grundsirskolans timplan till nuvarande 885 timmar.
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Internationella jamforelser

I en internationell jimforelse av olika linders undervisningstid i matematik
finns en problematik i jimf6relsen mellan olika linders timplaner. Olika linders
skolsystem skiljer &t pd si sitt att undervisningstiden omfattas av olika aktivi-
teter och det kan darfor vara svért att finna gemensamma matt. Jimforelserna
som gjorts kan avse den reglerade eller rekommenderade tiden i olika linders
nationella eller regionala styrdokument och regelverk. De kan 4ven baseras pa
enkitsvar om undervisningstid i samband med internationella utvirderingar.
Den reglerade undervisningstiden omfattar den tid liraren undervisar eleverna,
men det finns ocksa andra aspekter av tid som innefattar lixor, lixhjilp och
aktiviteter efter skolan. I olika linder finns olika praxis nir det giller hur denna
tid riknas som undervisningstid. Dirmed 4r det svért att jimfora den reella
undervisningstiden direkt mellan de olika systemen och resultaten blir osikra.
Ett visst informationsvirde finns dock i de jimférelser som gjorts, framférallt
i samband med internationella undersékningar.

Den internationella indikatorn i OECD-rapporten Education at a Glance'
innehéller information om hur stor andel av den totala undervisningstiden
som #gnas &t amnena i olika drskurser, uppgifter som inte Sverige kan redovisa.
Generellt sett tyder dock tabell 2 (antaganden om férdelning av undervisnings-
tid) pa en liknande betoning av imnena 6ver arskurserna jimfért med OECD-
linderna i genomsnitt.

I TIMSS 2007" redovisas genomsnittet for totalt antal timmar undervisning
i matematik per ar samt for hur stor andel av den totala undervisningstiden
per vecka som undervisningen i matematik i genomsnitt utgor (tabell 4). Upp-
gifterna bygger pa enkiter till rektorer och lirare och en viss osikerhet finns
i resultatet, bland annat pa grund av stort bortfall. Resultaten i arskurs 8 4r
i stort sett desamma som i TIMSS 2003, vilket kan ses som ett tecken pd att
resultaten 4nda ir relativt stabila och dirmed antagligen inte alltfor missvisande.
Tabellen visar att de svenska eleverna i genomsnitt har firre timmar matema-
tikundervisning in EU/OECD-linderna i genomsnitt. Storst skillnad ar det
i drskurs 4 dir dven andelen av den totala undervisningstiden som 4gnas at
matematik per vecka ir betydligt mindre.

12" Education at a Glance 2011: OECD Indicators.
http://www.oecd.org/dataoecd/61/29/48631122.pdf.

13 Skolverket (2008). TIMSS 2007. Svenska grundskoleelevers kunskaper i matematik och natur-
vetenskap i ett internationellt perspektiv. Rapport 323.
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Tabell 4. Genomsnittligt antal undervisningstimmar per ar och procentandel av total under-
visningstid per vecka som agnas at matematik, arskurs 4 och 8.

Matematik Arskurs 4 Matematik Arskurs 8

Sverige* EU/OECD Sverige* EU/OECD

Genomsnittligt antal under-

. ) . 104 145 93 115
visningstimmar per ar

Andel (%) undervisningstid
for amnena av total 12 % 17 % 10 % 12 %
undervisningstid per vecka

! Bortfall: data finns for mellan 70-85% av de svenska eleverna.

Kiilla: tabell 5.2 i Skolverkets huvudrapport 323, 2008, TIMSS 2007.

Lirarna som deltog i TIMSS 2007 fick ocksd svara pa hur stor andel av under-
visningstiden som dgnades at olika matematikinnehall det aret som undersok-
ningen genomfdrdes. I drskurs 4 dgnades mest tid at kunskapsomradet talupp-
fattning och aritmetik, vilket 4r i stort sett samma i Sverige som i 6vriga linder.
I drskurs 8 i Sverige dgnades en forhallandevis storre andel tid at taluppfattning
och aritmetik 4n i 6vriga EU/OECD-linder. En mindre andel tid dgnades at
kunskapsomradena algebra och geometri'“.

I PISA 2009" har de 15-ériga eleverna fatt uppskatta och rapportera hur
mycket undervisning de far i matematik. Det finns flera skil att vara forsiktig vid
tolkningen av dessa data som avser egenrapporterad tid for en typisk vecka i sam-
band med att PISA genomfdrs. Ett skil 4r att antalet undervisningsveckor och lov
kan variera mellan olika utbildningssystem. Ett annat skil 4r att den tid som re-
dovisas av 15-aringar 4r bara delvis indikatorer pa undervisningstiden som formar
elevernas erfarenheter av undervisning. Information om tidigare skolging behovs
for en mer komplett bild, liksom information om systemet — elever kanske ligger
mer tid pa extra undervisning i samband med examinationer. Vid jimforelser av
elevsvar fran PISA ir det viktigt att komma ihég att det 4r 15-dringar som tillfra-
gats, elever som i lindernas skolsystem kan hoéra hemma bade i motsvarigheten
till svensk grundskola och till gymnasieskola. Majoriteten av de svenska eleverna
gick i arskurs 9. Genomsnittet for deltagande linder for matematik 4r 3 timmar
och 34 minuter i veckan, i Sverige drygt 3 timmar och 12 minuter. I PISA har
man utifrin elevenkiter ocksd undersokt hur mycket elever utnyttjar undervis-
ningsliknande aktiviteter efter skoltid, som till exempel lixhjilp och frivillig
undervisning. Man kan utlisa att andelen elever som deltar i dessa aktiviteter rik-
nat i timmar per vecka skiljer sig mellan Sverige och OECD-linderna i dvrigt.

4 Beskrivs ndrmare i avsnitt 3.

5 OECD (2010). PISA 2009 Results: What Makes a School Successful? Resources, policies and
practicies. Volume IV. http://browse.oecdbookshop.org/oecd/pdfs/browseit/9810101E.PDF
Tabellerna IV.3.16a-b och IV.3.17a-b.
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Tabell 5. Andel elever som deltar i undervisningsliknande aktiviteter efter skoltid, timmar per
vecka i amnet matematik.

Sverige OECD

4 timmar eller mer per vecka 1,7 7,1
Mindre an 4 timmar per vecka 13,9 26,9
Deltar inte 84,4 66,0

Killa: (PISA 2009) IV.3.17a-b.

Det ir svart att finna resultat, bade i internationell och i svensk forskning, som
pekar pa ett entydigt samband mellan utdkad tid och hégre resultat. Enligt en
rapport frin OECD baserad pa PISA-data'® dr det framforallt kvaliteten pd
lektionerna som paverkar resultaten. Act bara oka tiden i skolan, tiden till under-
visningsliknande situationer utanfér skolan eller tiden till individuella studier
leder inte automatiskt till béttre resultat. Detta stirks ocksd av Bentelys och Kling
Sackeryds rapporter. Bentley problematiserar sambandet mellan undervisnings-
tid och elevprestationer. Han menar att vad som varit effektiv undervisningstid
inte behéver overensstimma med den garanterade undervisningstiden:

Visserligen visade lirarenkdten i TIMSS att eleverna i Sverige hade minst under-
visningstid jamfort med ovriga linder inom EU men det gick inte att finna ndgot
statistiskt samband (korrelation eller regression) mellan undervisningstid och elev-
prestationer, inte heller verkade det ha nigon avgirande betydelse om ett moment
behandlats eller ¢j for elevernas formdga att losa motsvarande uppgifter'’.

Forklaringen till detta, menar Bentley, kan finnas i att gemensamma genom-
gangar saknats och att eleverna har varit hinvisade till lirobokens innehall
utanfor lirarens kontroll.

Slutsatser angaende tidsanvandning

Skolverket har idag en osiker bild av den faktiska undervisningstiden och hur
tiden ir fordelad mellan olika arskurser. Regleringen av undervisningstiden

i matematik tillater i dagslaget en lokal variation av varje skolenhets och varje
elevs reella undervisningstid. Detta ir intentionen med den mil- och resultat-
styrda verksamheten.

Trots svarigheten med att fi en tydlig bild av den fakrtiska undervisnings-
tiden for svenska elever, pekar dock data f6r drskurs 4 och 8 i internationella
studier pa att de svenska eleverna har firre timmar matematik och att det i4r en
storre skillnad i drskurs 4 4n i arskurs 8. Aven andelen av den totala undervis-
ningstiden som #gnas 4t matematik per vecka ir betydligt mindre i Sverige 4n
i EU/OECD-linderna. Det framkommer ocksd att tiden inte ensam ir en

¢ OECD (2011). Quality Time for Students. Learning in and out of school.
17" Bilaga 1, sid. 33.
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avgorande faktor for ett bra resultat. For att en utokning av tid ska ha effekt
ar det viktigt hur tiden anvinds och vilket innehéll som behandlas.

De internationella jimf6relserna visar att i arskurs 4 dgnas, bade i Sverige
och i 6vriga OECD-linder, mest tid 4t kunskapsomradet taluppfattning och
aritmetik. I arskurs 8 i Sverige 4gnades storre andel tid at taluppfattning och
aritmetik och mindre andel tid t algebra och geometri 4n i 6vriga linder.

Slutligen konstateras att svenska elever deltar i undervisningsliknande
aktiviteter efter skoltid i mindre utstrickning in OECD-genomsnittet.

Internationella och nationella utvirderingar, mitningar och forskning har bi-
dragit till 6kade kunskaper om vad som kinnetecknar en framgingsrik under-
visning, bade generellt men ocksa specifikt i matematik. Genom analyser av
elevlosningar i TIMSS, PISA och nationella #mnesprov har kunskapen okat
om vilka innehéllsliga omriden som behéver forstirkas i undervisningen.

Nedan beskrivs vad forskningen menar ir framgangsrik undervisning samt
styrdokumenten som férutsittning for undervisningen. Direfter beskrivs nagra
centrala aspekter av undervisningen som enligt forskning ir visentliga for
elevernas kunskapsutveckling i matematik. Slutligen redovisas vilket mate-
matiskt innehall som bér prioriteras for att fa en 6kad maluppfyllelse.

Matematikundervisningen

Béde internationell och nationell forskning visar att kvaliteten i undervisningen
ar en framgéingsfaktor som ir avgorande f6r elevens kunskapsutveckling. John
Hatties metastudie Visible learning'® pekar pa den enskilde lirarens formaga att
undervisa som den viktigaste faktorn for elevernas prestationer. Skolverkets
rapport som sammanfattar svensk forskning'’, utvirderingarna av Matematik-
satsningen 2009—2011%° samt andra rapporter®' visar att lirarens kompetens dr
nira ssmmankopplad med bade férhillningssitt och undervisningens genom-
forande.

Sammantaget visar dessa rapporter att en central framgingsfaktor ar ldrarens
formaga att f6lja elevernas kunskapsutveckling och lirande, dvs. att synliggora
lirandeprocessen bade for sig sjilv och for eleven. Det kan till exempel omfatta

Hattie, J. A. C. (2008). Visible learning: a synthesis of over 800 meta-analyses relating to
achievement, London New York, Routledge.

Skolverket (2009). Vad pdverkar resultaten i svensk grundskola? Kunskapsoversike.

Skolverket (2011). En utvirdering av matematiksatsningen. Rapport 366, 367 och 368.

21 Skolverket (20006). Lusten och mdjligheten Rapport 282, sid. 8. Skolverket (2008). Skolverkets
ligesbedomning 2008: Forskoleverksambet, skolbarnomsorg, skola och vuxenutbildning”. Rapport
324, sid. 79.

Hogskoleverket (2008). Uppfoljande utviirdering av lirarutbildningen Rapport 2008:8R,

sid. 5 ff.
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lirarens forméga att vara medveten om avsikten med undervisningen, att ha
kunskaper om de konkreta malen, att lisa av den givna klassrumssituationen
och att kunna variera undervisningen samt anpassa den till elevernas kunskaper
och intresse. En betydelsefull aspekt av varierad undervisning ér att anvinda
sig av olika bedomningsformer och situationer f6r beddmning. Formativ be-
domning® och dmsesidig dterkoppling mellan lirare och elev ger hogre kvalitet
pa undervisningen tillsammans med den summativa, sammanfattande bedom-
ningen. Aven lirarens forvintningar pé framsteg hos eleverna, oavsett kun-
skapsnivé, har visat sig vara en framgingsfaktor for lirande.

Att dessa uppfattningar ir allméngiltiga framkommer speciellt i utvirde-
ringen som gillde satsningar riktade mot grundsirskolan. Frigan om det finns
skillnader mellan grundsirskolan och grundskolan vad gillde framgangsrik
undervisning besvarades i sammanfattningen:

Utifrin tidigare forskning saknas beligg for att principer for framgingsrik
undervisning inom det matematiska omridet skulle skilja sig dt pa ndgot avgirande
sitt beroende pa om eleverna har en utvecklingsstorning eller ef*>.

Styrdokumenten och undervisningen

Béde Bentley och Kling Sackeryd pekar pa betydelsen av liroplanens intentioner,
virdegrund och kunskapssyn f6r undervisningens kvalitet. De betonar i sina
rapporter att det dr av vikt att lirarna kan forhalla sig till f6rmégorna i de ling-
siktiga mélen i kursplanen i matematik och de konsekvenser dessa far f6r under-
visningen. En nodvindighet for undervisningens kvalitet 4r att se bade de
matematiska férmégorna och det centrala innehallet som delar av en helhet,
konstaterar Kling Sackeryd och stodjer sig pdA NCM/UFMs rapport* som
gjordes i samband med Skolinspektionens kvalitetsgranskning. Bentley menar
att de matematiska formagorna i kursplanen signalerar ett synsitt (belief system)
dir fokus finns pa matematiska begrepp och deras samband och dir resone-
mangs- och kommunikationsférmagan ocksa beaktas®.

I rapporter fran Skolverket® och i Skolinspektionen?” framkommer att kurs-
planen verkar ha en svag eller obefintlig styrning av lirares undervisning. Den

2 Formativ bedémning kan definieras som all bedémning som hjilper eleverna att lira sig och

utvecklas.

Skolverket (2011). Matematikundervisning i grundsirskolan. En utvirdering av matematik-

satsningen. Rapport 368, sid 8.

# NCM /UEM. (2009). Matematikutbildningens mal och undervisningens indamdlsenlighet.
Goteborg: NCM, nationellt centrum f6r matematikutbildning.

» Bilaga 1, sid. 35 och 36.

2% Skolverket (2003). Lusten att lira — med fokus pi matematik, Rapport 221; Skolverket
(2004). Nationella utvirderingen av grundskolan 2003, Rapport 250; Skolverket (20006)
Lusten och mdjligheten, Rapport 282.

7 Skolinspektionen (2009). Undervisningen i matematik — utbildningens innehdll och indamails-
enlighet, Rapport 2009:5, sid. 15.
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i sirklass vanligaste arbetsformen ir att eleverna sitter och arbetar var for sig
med lirobokens uppgifter, s.k. enskild rikning, och att liraren gar runt och
hjilper dem. Lirare i matematik 4r ocksd de lirare som i minst utstriickning
anger att de knyter an undervisningen till samhillet och livet utanfér skolan.
Rapporterna visar dven att elever som har litt for matematik anser att det ge-
nerellt 4r for lite utmaningar och f6r mycket upprepningar i matematikunder-
visningen. Konsekvensen av detta kan bli att eleverna inte far undervisning
mot samtliga mal i kursplanen och att ldraren inte heller bedémer och betygs-
stter utifrin samtliga mal.

Sedan dessa rapporter publicerades har omfattande reformer av skolans styr-
dokument genomf6rts. Hosten 2011 inférdes en ny liroplan (Lgr 11) for
grundskolan, forskoleklassen och fritidshemmet*® med tillhorande kunskaps-
krav®, med avsike att fortydliga undervisningens mal. Aven for grundsirskolan,
specialskolan och sameskolan har nya liroplaner inforts med samma avsikt.
Tydligheten omfattar speciellt kursplanens struktur, dir rubrikerna syfte, cent-
ralt innehéll och kunskapskrav har inférts. Den nya kursplanen i matematik
innebir en 6kad konkretisering av det matematiska innehallet jimfort med
tidigare. Det finns dven ett tydligt fokus pa tidig begreppsutveckling liksom
utveckling av resonemangs- och kommunikationsférmédgan samt problemlos-
ningsformagan. Den nya liroplanen forvintas pa si sitt bidra till en forbattrad
méluppfyllelse hos eleverna.

Liroplanen och speciellt kursplanen bestimmer vad undervisningen i amnet
ska syfta till och vilket innehéll som ska tas upp i undervisningen. For att utéva
sin profession behéver liraren vara vil fortrogen med intentionen och inne-
hallet i liroplanen samt med den virdegrund och kunskapssyn som liroplanen
formedlar. Vid implementeringsarbetet av Lgr11 gavs ett generellt och dmnes-
anknutet stod, bland annat allminna rid*® och kommentarmaterial®'. Detta
material forvintas stirka bade ldrares fortrogenhet med den nya liroplanen och
ge stod for genomforandet av undervisningen med utgangspunke i Lgr 11.

Varierad undervisning

Forutom kunskap om liroplanens intentioner r varierad undervisning en faktor
som skapar majligheter for en god kunskapsutveckling hos eleven. Varierad
undervisning handlar om att bade arbetssitt, arbetsformer och innehall 4r
varierat och anpassat efter individen och gruppen. Att utveckla kunskaper om
matematik och matematikens anvindning ir en stindigt pagiende process dir

% Forordning (SKOLFS 2010:37) om ldroplan for grundskolan, forskoleklassen och fritids-
hemmet.

» Skolverkets foreskrifter (SKOLFS 2011:19) om kunskapskrav fér grundskolans dmnen.

Skolverket (2011). Allminna rid for planering och genomforande av undervisningen.

31 Skolverket (2011). Kommentarmaterial till kursplanen i matematik.
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eleverna successivt utvecklar en fortrogenhet med begrepp, metoder och ut-
trycksformer. Kling Sackeryd tar i sin rapport upp att liraren i sin undervisning
maste ha fokus pd elevens egna tankestrategier och kontinuerligt folja upp och
aterkoppla elevernas resultat och prestationer samt uppmuntra och ge eleverna
mojlighet att aktivt delta i undervisningsverksamheten®. Med ett varierat arbets-
siatt anvinder ldraren dven en variation av liromedel som bécker, konkretise-
rande material och samtal f6r att i undervisningen stirka elevernas kunskaps-
utveckling i matematik. En {or stark laroboksstyrning kan medverka till att
undervisningen inte ar tillrickligt varierad. Forskning® pekar pé vikten av att
larare ir kritiska till de lirobdcker de anvinder. En god kompetens hos lirarna,
bide dmnesteoretiskt och didaktiskt ger dem f6rutsittningar att pé ett akeive
sitt forhalla sig till lirobockerna och anvinda dem som stdd for undervisningen.
Bentley pdpekar i sin genomging pa att undervisningen i Sverige ofta har en
procedurell inriktning, vilket bland annat visar sig i att elevernas berdknings-
procedurer ir vil indvade men att eleverna har bristfillig férstaelse for olika be-

rikningsstrategier®*

. Detta leder till att eleverna inte kan anvinda ritt strategier
i nya situationer. Om undervisningen i stillet dr konceptuellt inriktad med
fokus pa forstaelse av begrepp och procedurer, har eleverna storre mojligheter
att Gverfora sina matematiska kunskaper till nya situationer. Slutsatsen 4r att
den konceptuellt inriktade undervisningen bor stirkas i forhallande till den
procedurellt inriktade undervisningen.

Enligt bada forskarnas rapporter ér slutligen kommunikationen i klassrummet
en viktig faktor som kan skapa méjligheter for en god kunskapsutveckling hos
eleven. Kling Sackeryd beskriver mer i detalj viktiga aspekter av kommunika-
tionen i matematikundervisningen i sin rapport®. Sammanfattningsvis kan
sdgas att samtal ar en effektiv vig att utveckla de matematiska formagorna. Att
bade liraren och eleven ir aktiva i samtalet 4r av stor vike for ett matematik-
lirande med processen i centrum. Viktiga aspekter av samtalet ir elevens svar pd
frigor och hur liraren tar hand om innehéllet i svaret, vilket 4r ett sdtt att arbeta
formativt. Det dnskvirda samtalet dr en dialog dir elevsvaren anvinds som ut-
gangspunkt for gemensamma undersékningar, nya frigor och nya kunskaper.

P4 regeringens uppdrag genomfor Skolverket nu en fortbildningssatsning
for larare i matematik, Matematiklyftet. Syftet med fortbildningen 4r att for-
bittra elevernas kunskaper i matematik och dirmed 6ka deras méaluppfyllelse.
Matematiklirarna fir mojligheter att utveckla sina didaktiska kunskaper i den
riktning som 4r beskriven ovan och pa sa sitt stirka kvaliteten
i undervisningen. Fortbildningen har sin utgangspunke i det si kallade kollegiala

32 Bilaga 2, sid. 83.

3 Johansson, M. (2006). Teaching Mathematics with Textbooks, Luled tekniska universitet.
3 Bilaga 1, sid. 29 och 34.

% Bilaga 2, sid. 75-80.
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larandet, med ldrare som lir av varandra. Andra delar av Matematiklyftet 4r
utbildning av sirskilda matematikhandledare och av rektorer. Matematikhand-
ledarna utbildas for att vara ett stod i det kollegiala lirandet. Materialet till
fortbildningen, som tas fram i samverkan med universitet och hégskolor,
kommer framfor allt att finnas pa en speciellt framtagen webbplats — lirportalen
for matematik.

Matematiskt innehall i undervisningen

Det som ir kiint om elevers kunskaper i matematik i dag kommer framforallt
frin resultat pa de nationella imnesproven i dk 3, 5 och 9 samt frin de inter-
nationella utvirderingarna TIMSS och PISA. Dessa resultat kompletterar var-
andra i beskrivningen av elevers matematikkunskaper. Amnesproven prévar
milen i kursplanen medan de internationella studierna miter mot egna ramverk
som refererar till deltagande linders kursplaner. De internationella studierna
kan tack vare sin konstruktion ge en mera detaljerad innehallslig information
om elevers kunskaper och hur dessa utvecklas éver tid. Kunskapen om vilket
innehall som behéver forstirkas i matematikundervisningen har 6kat genom
analys av resultaten frin ovanstende utvirderingar och mitningar samt rela-
terad forskning.

Nedan finns en kort sammanfattning av resultat vad giller kognitiva for-
mégor men ocksa vilket kunnande om det matematiska innehallet som eleverna
i olika arskurser visar i olika mitningar.

I TIMSS identifieras tre kognitiva formagor, att tillimpa sin kunskap och
begreppsforstielse for att losa ett problem, att ha kinnedom om @mnesfakta,
begrepp, verktyg och procedurer samt att resonera i en ny situation, vilket alla
ar formagor som har sin motsvarighet i kursplanen. Resultaten i TIMSS 2007
visar att svenska elever, bade i arskurs 4 och 8, ir simre 4n genomsnittet nir
det giller formégan att kunna tillimpa sin kunskap och begreppstérstéelse for
att 16sa ett problem. Nir det giller elevers kinnedom om dmnesfakta, begrepp,
verktyg och procedurer presterar svenska elever i drskurs 4 ligre 4n genomsnittet,
medan elever i arskurs 8 presterar ungefir i nivd med genomsnittet. Svenska
elever i drskurs 4 ir forhallandevis bra pa att resonera i en ny situation, dir
resultaten ligger pd samma nivd som 6vriga linder. Diremot presterar svenska
elever i drskurs 8 ligre 4n genomsnittet nir det giller att resonera i en ny situation.

Bade TIMSS-resultat och resultat fran amnesproven pekar ut samma brist-
omraden vad giller det matematiska innehéllet, nimligen metoder f6r berik-
ningar och geometri.

Amnesproven i matematik i drskurs 3 har genomférts varje ar sedan 2009.
Den provdel i amnesprovet 2009 som de flesta elever klarade provade elevernas
kunskaper i att dela upp tal och helheter. Samst resultat har eleverna haft pa de
provdelar som handlar om area och volym, skriftliga riknemetoder och metoder
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for huvudrikning®. Dock verkar eleverna ha lyckats allt bittre inom dessa
omraden pé senare drs prov. Anledningen kan vara att lirarna har blivit alltmer
fortrogna med malen i arskurs 3 i matematik som bérjade gilla den 1 juli 2008.

Resultaten i TIMSS 2007 for elever i drskurs 4 visar att de svenska eleverna
uppndr ett simre resultat in genomsnittet i innehdllsomridena taluppfattning
och aritmetik samt geometriska figurer och mitningar. Anmirkningsvirt ar
att, enligt lirarna som deltog i TIMSS 2007, mest tid dgnades just it talupp-
fattning och aritmetik i drskurs 4.

Fram till och med 2010 har skolorna genomfért amnesprov i drskurs 5.

Ar 2009 och 2010 genomfordes samma dmnesprov i matematik, vilket gor att
dessa resultat kan jimf6ras. Resultaten frin dmnesprovet 2010 ir i stort sett
oforindrade jimfort med féregiende lisar. Eleverna uppvisar simst resultat pa
de delprov som prévar mitning av lingd, area och skala?.

Svenska elever i drskurs 8 presterar enligt TIMSS 2007 ligre resultat i alge-
bra och i geometri dn genomsnittet. Enligt lirarna som deltog 4gnas en storre
andel tid it taluppfattning och aritmetik i arskurs 8 i Sverige 4n 6vriga linder
medan en mindre andel tid dgnas &t algebra och geometri, vilket kan forklara
det simre resultatet for arskurs 8 inom detta omrade.

I rapporten om nationella mnesprovet 2009 f6r arskurs 9 i grundskolan
och arskurs 10 i specialskolan analyseras en rad typiska elevlosningar och fel-
svar. Dessa visar bland annat att eleverna 4r mycket sikra pa att 16sa enkla
ekvationer, men att de har storre problem med att multiplicera eller dividera
med decimaltal.

Bentley pekar i sin rapport pa nagra visentliga omraden och ett matematiskt
innehdll som utgér kritiska omraden i kunskapsutvecklingen. Bentley menar
att dessa omréaden dr nédvindiga grunder for fortsatt kunskapsutveckling.
Kunskapsluckor inom de hir omradena kan ha avgérande betydelse for elevers
kunskapsutveckling i matematik. Exempelvis 4r uppfattningen av likhetstecknet
avgorande for elevers forméga att 16sa ekvationer. En bristande forstéelse for
likhetstecknets innebérd, som introduceras i de lagre drskurserna, kan blockera
elevens fortsatta utveckling®. Bentley pekar pa att flera av elevernas misstag
och missuppfattningar etableras under de tidiga drskurserna och verkar finnas
kvar under en lang tid*’. Djupanalyser av TIMSS-resultat och elevlsningar
fran dmnesprov i matematik har visat att svenska elevers misstag ofta kan hin-
foras till brister inom dessa omraden. En nirmare beskrivning av de kritiska

36 Skolverkets ligesbedimning (2011). Del 1 — Beskrivande data.

37 Tillginglig 12 juli 2011 pd
heep://www.skolverket.se/statistik_och_analys/2.1862/2.4290/2.1512.

3 Skolverket (2010). Amnesproven 2009 i grundskolans drskurs 9 och specialskolans drskurs 10.

% Bilaga 1, sid. 51 och 54.

0 Bilaga 1, sid. 39.
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omradena finns i Bentleys rapport*'. Sammanfattningsvis pekar forskningen
pa att flera av svenska elevers misstag kan forklaras utifran brister inom dessa
omraden. Det omfattar utveckling av férstielse for talbegreppet och utveckling
av talraden som viktiga faktorer for fortsatt utveckling av aritmetiska kunska-
per. Det omfattar vidare att kunna tillimpa berikningsstrategier samt forstaelse
for variabelbegreppet och begreppet likhet, vilket dr centralt for att utveckla al-
gebraiskt kunnande.

Dessa olika omraden éterfinns i hog grad i det centrala innehéllet for de
tidigare drskurserna och till viss del i det centrala innehallet for de hogre ars-
kurserna, framférallt nir det giller det algebraiska kunnandet.

Skolverkets bild av matematikundervisningen i Sverige grundar sig pa natio-
nella och internationella mitningar och utvirderingar samt forskning som
publicerats under den senaste tiodrsperioden. Dessa visar pa ett behov av att
utveckla undervisningens kvalitet.

Forskningen pekar pa nigra generella aspekter av undervisningens kvalitet,
bland annat lirarens formdiga att synliggora lirandeprocessen och lirarens for-
vintningar pa framsteg hos eleverna.

En framgéingsrik matematikundervisning kinnetecknas av tydliga mél och
syften med studierna samt en allsidig utvirdering och dterkoppling. Liraren
har god kinnedom om styrdokumenten, och planering och undervisning utgir
frin dessa. En nédvindighet f6r undervisningens kvalitet ar att uppfatta bide
de matematiska férmagorna och innehéllsmélen som centrala delar av en helhet.

Tva viktiga aspekter i undervisningens genomférande, i syfte att skapa moj-
ligheter for en god kunskapsutveckling, 4r en varierad undervisning och hur
kommunikationen sker i klassrummet. Undervisningen bor priglas av ett
reflektivt arbetssdtt samt gemensamma samtal om matematiska fenomen och
matematiska problem.

Det som vidare framkommit 4r att matematikundervisningen bor férindras
sd att den konceptuellt inriktade undervisningen, med forstielse av metoder
och begrepp i fokus, stirks relativt den procedurellt inriktade undervisningen.

Béde liroplansreformen och fortbildningsinsatserna inom Matematiklyftet
forstirker och ger forutsictningar att utveckla undervisningen i den angivna
riktningen.

Genom analys av elevers 16sningar i internationella studier och nationella
dmnesprov har kunskapen dkat om brister i elevernas matematiska kunnande
och dirmed vilka innehillsliga omriden som behéver forstirkas i
undervisningen.

41 Bilaga 1, sid. 41-53.
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For de tidiga skoldren handlar det om begreppsuppfattning, forstaelse for
berikningsstrategier, tillimpning av begrepp och procedurer samt formaga att
16sa problem. Det matematiska innehall som behéver forstarkas omfattar tal-
uppfattning, skriftliga riknemetoder och metoder for huvudrikning, algebra,
mitning och geometri.

De omraden som behover forstirkas i undervisningen i de senare skoldren
omfattar problemlésningstérméga och resonemangsformaga. Det matematiska
innehéllet som bér forstirkas omfattar berdkningar med tal i decimalform, lik-
hetstecknets innebord, variabelbegreppet samt mitningar och berikningar av
area och skala.
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I forsta delen presenteras Skolverkets beddmning av nir, hur och till vad en ut-
okad tid med 120 timmar i matematik bér anvindas. De viktigaste argumenten
for detta redovisas i avsnittet.

Direfter behandlas behovet av att beskriva och f6lja upp effekten av en ut-
okad undervisningstid och hur detta kan genomféras.

Sista delen behandlar andra faktorer, bland annat lirares fortbildning och
rektors roll, som ir av vikt vid inférandet av en utdkad tid och en utveckling
av undervisningen. Hir beskrivs vilket stéd som finns och som det kan finnas
behov av.

Skolverkets samlade bedomning ir att den utékade undervisningstiden bor
forliggas si tidigt som mojlige for att £ den 6nskade effekten. Det innebir att
de 120 timmarna bor fordelas pa en timme i veckan under arskurserna 1-3.

Det viktigaste skilet for denna bedomning dr den forskning som pekar pa
vikten av tidig och dterkommande varierad undervisning. Att grundligga ett
matematiskt kunnande tidigt 4r den viktigaste faktorn for att stirka elevens
fortsatta kunskapsutveckling i matematik. Genom att forldgga tiden till de for-
sta skolaren frigdrs samtidigt tid for elevernas kunskapsutveckling i de senare
dren. Den tid som idag ofta anvinds i de senare arskurserna for att repetera
och fylla tidiga kunskapsluckor, inom till exempel algebra, kan da anvindas for
undervisning om det innehéll som arskurserna 7-9 ir avsett for.

For att den utdkade tiden ska fa effeke krivs att undervisningens kvalitet
samtidigt hojs. Hog kvalitet pd matematikundervisningen kinnetecknas av att
det finns tydliga mél och syften for studierna samt en allsidig utvirdering och
aterkoppling till undervisningen och studierna. Undervisningen 4r varierad
och anpassad for att méta olika behov och férutsittningar s att elevens resul-
tat inte blir alltfor beroende av vilken ldrare han eller hon har. Gemensamma
samtal om matematiska fenomen dominerar lektionerna och mindre tid avsitts
till ensamt riknade i liroboken. Hog kvalitet kiinnetecknas dven av att
undervisningen ir forstielseinriktad och priglas av ett reflektivt arbetssitt.

Strivan ir ocksd att en undervisning bedrivs dir liraren ser bade de
matematiska formagorna och det centrala innehéllet som centrala delar av en
helhet. I forskarnas rapporter poingteras att undervisningen genomgiende
i hogre grad maste behandla alla matematiska formagor i de langsiktiga mélen.
Det framkommer att resonemangsférmaga, kommunikationsférméga och pro-
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blemlésningsférméga speciellt bor framhéllas i undervisningen for ate stirka
elevens kunskapsutveckling i ett lingsiktigt perspektiv.

Genom att ut6ka tiden i de ldgre drskurserna ges eleverna méjlighet att ut-
veckla en tidig begreppsforstielse och forstéelse for berakningsstrategier. I fors-
karnas rapporter framkommer att det dr just dessa formégor samt kunskap in-
om omréidena taluppfattning och tals anvindning, geometri och algebra som
uppvisar de storsta bristerna bland elever i arskurs 4. For elever i arskurs 8 ater-
finns brister inom samma omriden som i arskurs 4, dvs. inom framférallt kun-
skapsomridena taluppfattning och tals anvindning, algebra och geometri. I ars-
kurs 8 visar eleverna simre resultat dven nir det giller resonemangsférméaga
och nir det handlar om det matematiska innehallet berikningar med tal i deci-
malform samt likhetstecknets innebérd och variabelbegreppet. Grunder inom
de sistnimnda omradena lidggs i de tidigare arskurserna och med utokad tid i
arskurs 1-3 okar elevernas mojligheter att utveckla dessa matematikkunskaper
pa lang sike.

I ett mélstyrt system bor huvudmannen kunna félja upp och utvirdera om den
utékade undervisningstiden i matematik har haft effeke, foretridesvis inom
ramen for det systematiska kvalitetsarbetet. Avsikten med en utokad underv-
isningstid med 120 timmar ir att stirka elevernas kunskaper och varje huvud-
man bor kunna redovisa hur en utékad garanterad undervisningstid har
paverkat verksamheten.

Huvudmannen ansvarar for att utbildningen genomfors enligt skollagen och
andra forfattningar och dirmed ocksé att undervisningen omfattas av den
minsta garanterade undervisningstiden. Det 4r ocksd huvudmannens ansvar att
eleverna inte fir for langa arbetsdagar och att arbetet blir jimnt fordelat. I dag
beslutar huvudmannen efter forslag frin rektorn hur undervisningstiden for-
liggs®.

Skolverkets bedémning pekar pd nir, hur och till vad en utokad tid bor
anvindas. Huvudmannen kan dock utifran lokala férutsittningar ha anledning
att gora en annan bedémning av nir den utdkade tiden ska forldggas. Under-
visningstiden kan till exempel redan vara utékad jimfort med den garanterade
undervisningstiden och forstirke i de ligre arskurserna. Vid inférande av en
utokad undervisningstid behéver dirfér varje rektor och huvudman géra en
oversyn av hur undervisningstiden ir fordelad 6ver drskurserna i respektive am-
ne. En slutsats som dras i den redovisning av tinkbara konsekvenser, som ater-
finns i bilaga 3, 4r att det ér av stor vikt att huvudmannen har en god uppfatt-

429 kap. 4 § skolférordningen.
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ning om hur undervisningstiden i realiteten utnyttjas bade fore en utékning av
tiden och efter det att tiden utokats.

Syftet med en utékad undervisningstid 4r att nd en hogre maluppfyllelse. I
forskarnas rappoter framkommer tydligt vikten av att bedriva en undervisning
av hog kvalitet for att nd detta. Huvudmannens och skolenhetens systematiska
kvalitetsarbete bor dirfor fokusera pa undervisningens kvalitet och dndamals-
enlighet sdvil som pa elevernas maluppfyllelse 6ver tid.

Fragor som berdr hur undervisningen bedrivs och om den ir av god kvalitet
kan till exempel vara: Hur anvinds tiden? Vilket innehall behandlas i undervis-
ningen? Hur sker kommunikationen i klassrummet? Ar det matematiska inne-
hallet i fokus i undervisningen? Vilka kiinnetecken pa kvalitativ undervisning
finns? Vidare bor en konsekvensanalys goras med utgingspunkt i iakttagelser-
na: Behover nagra forindringar goras? Vad i sd fall? Detta ir frigeomriden som
behandlas i det systematiska kvalitetsarbetet, vilket Skolverket tydliggor i de
kommande allminna raden. Till de allminna riden kommer dven stddmaterial
att ges ut.

Nir det giller elevernas méluppfyllese finns redan idag ett flertal nationella
och internationella mitningar och utvirderingar (nationella amnesprov, be-
tygsstatistik, TIMSS och PISA) som kan ge information om maluppfyllelse pa
bade nationell niva, skolenhets- och gruppniva samt pé individuell niva.

For att en utokning av undervisningstiden ska bli effektiv krivs ett arbetssitt
med fokus pa att utveckla de matematiska formagorna i undervisningen och
en fordjupad dmnesteoretisk och dmnesdidaktisk kompetens hos liraren. Det
handlar inte enbart om att férindra undervisningen under den utdkade under-
visningstiden p& 120 timmar, utan férindringen har dven biring pa all under-
visning i matematik. Att utveckla kvalitet i undervisningen handlar i grunden
om ldrarens mojligheter att utveckla sin forméga att undervisa, vilken 4r nira
forknippad med bade forhallningssitt och undervisningens genomférande
samt med goda dmnesteoretiska kunskaper.

I och med inférandet av Lgr 11 har férutsittningarna for undervisning for-
tydligats och konkretiserats. Skolverkets allminna rid om planering och ge-
nomférande av undervisningen® ger tillsammans med tillhérande generella
stddmaterial forutsittningar for lirare att utveckla undervisningen med ut-
gangspunkt i styrdokumenten.

Bade Bentley och Kling Sackeryd pekar i sina rapporter pd behovet av fort-
bildning f6r att hdja kvaliteten pa undervisningen i samband med en utokad
undervisningstid i matematik. De menar att fortbildningen f6r ldrare bér om-

% Skolverket (2011). Allminna rid for planering och genomforande av undervisningen.
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fatta bide dmnesteoretiska och imnesdidaktiska kunskaper. Bentley menar
dven att ett utdkat timtal utan fortbildning inte kommer att ge de effekter som
onskas. I hans rapport finns dirfor ett flertal forslag pa konkret innehall for
fortbildningsinsatser*. Forslagen berdr bland annat specifika kunskaper om de
missuppfattningar hos elever som anses mest kritiska. Ett annat omrade ir
kunskaper om det synsitt som kursplanen i matematik i Lgr 11 beskriver, i vilket
begreppsanalys och forstaelse tillsammans med matematiska resonemang

och kommunikation ingdr. Inlirningsteorier om hur olika skolmatematiska be-
grepp ldrs in r ytterligare ett omrdde som behdver vara centralt i en fortbild-
ningssatsning. Till sist, och minst lika viktigt, 4r att lirare behéver tydlig
kinnedom om elevers olika utvecklingssteg i matematik, for att kunna géra
den formativa utvirdering som forvintas. Inom ramen fér fortbildningsin-
satserna i Matematiklyftet kommer detta innehdll att behandlas®.

Andra faktorer som ir viktiga och som bidrar till en lingsiktig forindring
av undervisningens kvalitet 4r styrning och ledning av verksamheten samt rek-
torns roll som pedagogisk ledare. Dessa faktorer ir en viktig del av innehéllet
bide i Rekrorslyftet och i rektorsprogrammet®.

I Skolverkets Delredovisning av uppdrag om att stirka undervisningen i mate-
matik, naturvetenskap och teknik" framhalls bide betydelsen av lirares skicklig-
het och rektorns roll som pedagogisk ledare:

Utredningen visar pé betydelsen av skickliga lirare som en forutsittning for
elevers positiva kunskapsutveckling. Genomgingen pekar ocksi starkt pa betydelsen
av att rektor tar aktiv del i processerna for att utveckla och forbittra matematikun-
dervisningen pa skolorna.

Utveckling tar tid och resurser maste dirfor avsittas for skolans egna ut-
vecklings- och fortbildningsarbete, dir lirare ges mojligheter till kollegialt
lirande med externt st6d. Lika viktigt som tid och organisation av utvecklings-
arbetet ir att veta vad som bor utvecklas, dvs. att beskriva, analysera och utvir-
dera undervisningen. Det ir ocksd viktigt att ldrare i alla arskurser omfattas av
utvecklingsarbete och fortbildning for att stirka matematikundervisningen
dven for de drskurser som inte kommer att fa utokad tid.

Enligt regeringens remisspromemoria om utdkad undervisningstid bor
huvudmin

ges stod och vigledning for hur de, utifrin lokala forutsittningar, bést kan ge-
nomfora en utokning av undervisningstiden som i si stor utstrickning som maojligt
okar elevernas maluppfyllelse i matematik.

4 Bilaga 1, sid. 38 och 55.

4 Skolverkets webbplats http://matematiklyftet.skolverket.se

46 Skolverkets webbplatser:
heep://www.skolverket.se/fortbildning-och-bidrag/rektorsprogrammet
http://www.skolverket.se/fortbildning-och-bidrag/rektorslyftet

Skolverket (2011). Delredovisning av uppdrag om att stirka undervisningen i matematik,
naturvetenskap och teknik, Fortbildning av matematiklirare, Dnr U2011/2229/G.
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De satsningar som Skolverket nu genomf6r pa uppdrag av regeringen om-
fattar stod riktat mot flera av ovanstiende behov. Genom Lirarlyftet II far ldra-
re mojlighet att utdka sin behorighet, genom dmnesteoretiska och dmnesdi-
daktiska studier.

Inom Matematiklyftet skapas mojligheter for lirare att genom kollegialt
lirande och handledning utveckla sin Zmnesdidaktiska kompetens och dir-
igenom matematikundervisningen. Inom ramen f6r Matematiklyftet kom-
mer dven ett stdd for rektorns pedagogiska ledarskap i samband med lirar-
fortbildningen i matematik att ges. I savil rektorsprogrammet som
Rektorslyftet behandlas fragor om hur effektiv styrning och ledning samt hur
rektorns pedagogiska ledarskap kan bidra till att utveckla undervisningen. Yt-
terligare st6d finns i de allminna rid som behandlar planering och genom-
forande av undervisningen samt i de kommande allminna riden om syste-
matiskt kvalitetsarbete.
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Som bakgrund beskrivs forst Skolverkets uppdrag darefter analyseras hur
undervisningens i svenska skolor ir inriktad utifrin djupanalyserna av TIMSS
2007 och 2003 men delvis ocksé frin djupanalysen av TIMSS Advanced 2008.
Sist gors en historisk jimforelse av hur den obligatoriska undervisningstiden

i matematik i grundskolan har varierat mellan olika liroplaner.

Skolverket har fitt regeringens uppdrag att foresla hur den utokade timresursen
om 120 timmar i matematik i grundskolan skall kunna fordelas pa olika ar.
Uppdraget 16d: Kartligga och analysera hur en dkning av den garanterade under-
visningstiden i matematik i grundskolan och motsvarande skolformer med

120 timmar kan anvindas for att i si stor utstrickning som majligt stiirka elevernas
matematikkunskaper. Utgangspunkten ska vara de djupanalyser, som har gjorts
i samband med internationella jimforelsestudier, sasom TIMSS, samt relevant
imnesdidaktisk forskning i matematik. Detta innebir att kartliggning av
elevers kunskaper och svérigheter skall vara vigledande for ett stillningstagande.

Undervisningen i flertalet vistlinder har haft en procedurell inriktning till
skillnad frin de ostasiatiska linderna vilka huvudsakligen haft en konceptuell
inriktning. Tyngdpunkten i en procedurell undervisning ligger pa beriknings-
formagan, medan andra férmégor lever ett mer tillbakadraget liv, speciellt be-
greppsférmégan och resonemangsférmégan. Forstdelse av berdkningsstrategier
brukar ofta vara bristfillig men procedurerna kan vara vil inévade' . I dill ex-
empel anviindningen av de sa kallade tankeleden visste eleverna hur de skulle
utforas men tillimpade en version pé en uppgift som var avpassad for en an-
nan typ av uppgift. Av de 500 elever vi intervjuade i Lilla Edet var detta mer
regel 4n undantag’.

I en konceptuell undervisning betonas forstaelse av bade procedurer och be-
grepp. S4 nir undervisningen benimnes konceptuell si betonas bade procedurer
och forstaelse av begrepp. Detta gor att elever som fitt erfara en sidan under-
visning littare kan Gverfora sina matematiska kunskaper till nya sammanhang
och till vardagliga situationer.

' Byrnes, (1992); Byrnes & Wasik, (1991).
2 Bentley, P-O (2008¢).
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For att se hur formagan att transferera kunskaper till nya situationer behirs-
kades, gjordes analys av [6sningsménster dels i den andra djupanalysen av
TIMSS 2007 och dels i djupanalysen av TIMSS Advanced 2008°. Om elever
har fatt en konceptuell undervisning sd har de ett slags facit i begreppen och i
procedurernas begreppsliga forankring som gér att de kan modifiera procedu-
rer s att de passar nya sammanhang. Det dr ocksd si att uppgifter som innebir
rena rutintillimpningar ofta far hoga l6sningsfrekvenser. Si var till exempel
fallet med en uppgift i vilken procentandelen direkt skulle beriknas utifran
vetskap om procentsatsen och helheten. Svenska elever hade losningsfrekvenser
ungefir lika hoga som eleverna i Hong Kong och Taiwan (72,8 %) vilket dir-
emot inte var fallet dd uppgifterna inte var av rutinkaraktir. Slutsatsen i
djupanalysen var att di en procedurell modell, som de svenska eleverna under-
visats om, kan tillimpas direkt, sa 16ser de uppgiften lika bra som eleverna
i Hong Kong och Taiwan, eftersom dessa inte har nagon direkt férdel av sin
begreppsligt inriktade undervisning i en sidan typ av uppgift.

S4 om undervisningen haft en begreppslig inriktning 4r det mer sannolikt
att eleverna hade 16st fler uppgifter som berdrt samma omrade, uppgifter som
hade olika karaktir och fran nigot olika sammanhang.

I grundskolan undersoktes l6sningsmoénstren f6r algebra med fem uppgifter
fran block fyra i TIMSS 2007 och 2003 for elever i Sverige, Hong Kong och
Taiwan. Endast en obetydlig andel av de svenska eleverna (0,7 %) 16ste samtliga
fem uppgifter. Det mest frekventa losningsmonstret var en lost uppgift av de
fem uppgifterna (38,8 %) direfter kom inga uppgifter alls 16sta (24,2 %) och
direfter tvd av fem uppgifter 16sta. I bide Hong Kong och Taiwan uppvisade
eleverna ett annat monster. Det mest frekventa monstret var att samtliga upp-
gifter var losta, vilket en dryg fjirdel av eleverna (27,6 %) i Hong Kong gjorde
medan nistan hilften av eleverna i Taiwan (46,1 %) uppvisade samma monster.
Resultatet harmonierar med den inriktning av undervisningen som férekommer
i Hong Kong och Taiwan, i vilken forstielse och begrepp har en central plats.

Slutsatsen vad giller svenska elever och algebra ir att eleverna sannolike
utsatts for en procedurell undervisning, som karaktiriserats av en gor-sa-hir
orientering.

Den l6sningsménsteranalys som genomférdes i TIMSS Advanced omfattade
inte bara algebra utan ocksa proportionalitet. Resultatet pekar dven dir pd en
procedurell inriktning av undervisningen och att utvecklingen har gitt in mer
it det hallet.

Den brist pa forstaelse, som kdnnetecknade undervisningen i matematik
i Sverige i sdvil grundskolan som gymnasieskolans D- och E-kurser, gor att elev-
er far svirigheter att anvinda sina matematiska kunskaper ocksé i andra imnen.

Bentley, P-O (2009b).
4 Bentley, P-O (2009a) sid. 70.
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Utvecklingen i ménga discipliner gar idag mot 6kad anvindning av matematis-
ka modeller, som innehéller en stor portion av abstrakt tinkande. Dirfor far
algebran en sirskild tyngd som en férutsittning for fortsatta studier i en rad
utbildningar vid bade gymnasieskolan och hégskolor eller universitet.

Den svenska timplanen i matematik i ett historiskt
perspektiv

Den obligatoriska undervisningstiden i matematik i svenska skolor har varierat
mellan dren. I tabell 1 syns hur foreskrifterna i de olika ldroplanerna dock har
varit relativt konstanta.

Tabell 1. Antal elevweckotimmar och lararveckotimmar enligt Lgr 11 och nagra tidigare laroplaner.

: Arskurser

Ar 1-3 4-6 7-9
62 13 (17%) 15 12
69 13 (19%) 15 12
80 13%* 15 12
94 12 12 12
11 12 12 12

* Larartimmar.
** Foreskrifter om resurstimmar fanns.

Tidigare fanns det obligatoriska halvklasstimmar pa lagstadiet, ndgot som pa
senare ar tycks ha blivit alltmer sillsynt med kommunernas stigande ekono-
miska svarigheter. I och med kommunaliseringen pa bérjan av 90-talet for-
svann dessa halvklasstimmar, vilka hade gett lirarna en storre mojlighet till ate
firdighetstrina eleverna mer individuellt. Historiskt sett brukade elever i all-
minhet behirska additions-, subtraktions- och multiplikationstabellerna efter
genomgangen arskurs 3. I dag kriver inte ens kursplanen detta, multiplika-
tionstabellen begrinsas till produkter under 20, dock skall i princip additions-
och subtraktionstabellerna vara inhimtade.

Under senare ar har den garanterade undervisningstiden varit ndgorlunda
konstant. Vad som varit effektiv undervisningstid behéver dock inte 6verens-
stimma med den garanterade undervisningstiden. Troligen inkriktar andra
gemensamma aktiviteter i skolorna pa denna tid sa den faktiska undervisnings-
tiden blir sannolik mindre.

UTOKAD UNDERVISNINGSTID | MATEMATIK

31



32

Forbidttring av elevprestationerna ér en central friga vid en 6kning av under-
visningstiden i matematik. Forskningen visar att tidig satsning pa faktorer, som
paverkar elevprestationerna ger en mer varaktig effekt 4n sena satsningar.
Detta avhandlas i forsta avsnittet. I andra avsnittet behandlas den traditionella
undervisningens inriktning och de problem som kan vara férenade med an-
vindningen av enbart diagnostiska test. Avgorande for undervisningens ut-
formning och hur elever uppfattar vad som 4r matematik speglas i deras belief
system’. I det tredje avsnittet forklaras detta samt belyses hur det kan péaverka
elevers matematikutveckling men édven strategier f6r hur belief system skall pa-
verkas och utvecklas beskrivs. Eftersom lirarkompetensen ir den faktor som
paverkar elevernas prestationer mest, 4r fortbildning ett effektivt sitt att astad-
komma en f6rbittring. I det fjirde avsnittet avhandlas vilken roll fortbildningen
kan spela i ett forbittringsarbete. I och med inférandet av Lgr 11 och den nya
kursplanen i matematik si dr innehallet i matematik i grundskolan utokat eller
fordjupat, vilket beskrivs i avsnitt fem. Till sist avhandlas vilka konsekvenser
misstag och dess orsaker kan fa for elevernas fortsatta kunskapsutveckling.

En klassisk studie, som var en uppfljning av STAR-projektet i staten Tennesse
var The Lasting Benefit Study. De elever, som de forsta fyra aren i skolan gatt i
sma respektive stora elevgrupper, placerades frin klass fyra i ordinira klasser
och foljdes under resten av grundskoletiden. De elever, som hade gatt

i sma klasser de fyra forsta aren hade genomgaende bittre prestationer och
skillnaden mellan dem och de elever som gitt i storre klasser 6kade hela tiden.
Det var en uppenbar fordel att ha fatt undervisning i smé klasser de fyra forsta
dren och fordelen forstirktes under resten av grundskoletiden® . Mycket tyder
alltsd pa att tidiga satsningar ger mer “pay off” under lingre tid men inte bara
det, det visade sig att detta ocksd ger bittre férutsittningar for att tillgodogora
sig undervisning.

Problemet med att forbittra elevernas prestationer i grundskolan ar dock
mer komplicerat 4n si. Fran TIMSS djupanalys, i vilken ingar resultat frin en
omfattande studie i Lilla Edet samt analyser av inlimnade elevlésningar av
nationella mnesprovet, visar att det matematiska innehéllets behandling

I ett belief system ingar tre uppfattningar, en om matematikens natur, en om hur matematik
lirs i konsekvens med den forsta uppfattningen och sist en om hur undervisningen skall
bedrivas i konsekvens med de tidigare uppfattningarna. Undervisningens utformning be-
stdms i stor utstrickning av lirares belief system.

¢ Pate-Bain, Achilles, Boyd-Zaharias & McKenna (1992).
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i undervisningen ir avgorande for hur eleverna tillignar sig det. Svenska elever
gOr misstag som varit kiinda av den internationella forskningen under forhal-
landevis lang tid. Visserligen visade lirarenkiten i TIMSS att eleverna i Sverige
hade minst undervisningstid jimfért med ovriga linder inom EU men det gick
inte att finna ndgot statistiskt samband (korrelation eller regression) mellan
undervisningstid och elevprestationer, inte heller verkade det ha nigon av-
gorande betydelse om ett moment behandlats eller ej for elevernas formaga att
16sa motsvarande uppgifter.

Det finns flera skil for denna brist pa samband mellan elevprestationer &
ena sidan och undervisningstid samt tickning av ett moment i undervisningen
d den andra. For det forsta neutraliserades lirarkompetensen av att det inte
forekom genomgingar av det matematiska innehallet utan lirarna férlitade sig
helt pa textbockerna. Eleverna arbetade huvudsakligen sjilvstindigt med att
16sa uppgifter och den uppfoljning av elevernas kunskaper som forekom, gjordes
huvudsakligen med diagnoser, utan involvering av liraren. Eftersom behand-
lingen av ett moment lag utanfér lirarens kontroll visste inte liraren om eleven
hade tittat pi motsvarande innehll och tilldgnat sig det eller ej. Ett annat skiil
var att lirobdcker i matematik med fa undantag har skrivits av ldrare utan an-
knytning till forskning inom det matematikdidaktiska omridet. Ett stdrre an-
tal fran forskningen pi 1980-talet kinda didaktiska misstag fanns kvar i de
svenska liromedlen.

Detta elevsjilvstindiga arbetssitt hade redan under senare delen av sextio-
talet testas under vetenskapliga former i Sverige i det sa kallade IMU-projektet
(Individuell matematik undervisning). Liromedlet var di speciellt utformat
for detta elevsjilvstindiga arbetssitt. Trots detta visade det sig att arbetssittet
inte var framgangsrikt och det overgavs. Ett av de allvarligaste problemen var
att elever inte sjilva kunde avgora vad som var visentligt i ett moment. De
uttalade en del ord pé ett egendomligt sitt da de inte hort andra elever eller
liraren uttala orden. Motsvarande tendenser till elevsjilvstindigt arbetssitt har
forekommit dven i andra amnen, exempelvis i sprik. Det r svart att forstd att
imnen, som egentligen kriver en hel del kommunikation, organiseras pa ett
sitt som mer eller mindre omajliggor just kommunikation.

For att en utokning av undervisningstiden skall bli effektiv krivs alltsa ett
mer ldraraktivt arbetssitt och med mer kommunikativ inriktning pa begrepps-
forstaelse men lirarna behdver dven kunskaper om hur olika moment inom
matematiken kan missforstds och vilka frekventa misstag eleverna gor, som kan
blockera fortsatt utveckling av matematiken. Detta didaktiska innehall verkade
ménga aktorer med ansvar for skolutvecklingen inte behérska da flertalet miss-
tag, som eleverna frekvent gjorde i TIMSS 2003, TIMSS 2007 och TIMSS
Advanced 2008, visade att lirarna inte motverkade uppkomsten av dessa miss-
tag i sin undervisning. Detta ir en tydlig brist pa kinnedom om savil den in-
ternationella som den nationella matematikdidaktiska forskningens resultat.
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Lararenkiten i TIMSS 2007 visade att undervisningstiden i svenska skolor
ar relativt lig jaimfort med skolor inom andra EU-linder (9 stadieveckotimmar)’.
Dirfér 4r den utékning som nu beslutats vilkommen om den kan kombineras
med en effektiv fortbildningssatsning. Dirvid bér de ldrare, som férst berors
av reformen fortbildas forst for att utékningen av tiden skall bli sd effektiv
som mojligt.

I Sverige och andra vistlinder har undervisningen varit procedurellt orienterad
till skillnad fran den konceptuellt orienterade undervisningen i de ostasiatiska
linderna som nimnts ovan. Tall® har tidigt varnat f6r den procedurella inrike-
ningen, vilken i stor utstrickning litt kan leda till en "g6r-sa-hir-undervisning”.
Tall och Vinner menar att dé elevens férkunskaper minskar tvingas liraren att
mer och mer 6verga till en icke-férklarande undervisning och att mer inrikea
undervisningen pa att beskriva hur man utfor berikningen utan nigon direke
forstielse om dess begreppsliga férankring. Tall och Vinner pekar pa kon-
sekvenserna av detta forhallningssitt:

The problem is that such routines very soon become just that — routine, so that
students begin to find it difficult to answer questions that are conceptually challen-
ging. The teacher compensates by setting questions on examinations that students
can answer and the vicious circle of procedural teaching and learning is set in
motion. As a result, conceptual connections become less likely to be made’.

Tall och Vinner menar alltsa att lirarens fragestillningar pa prov och liknande
situationer ocksa anpassas till den procedurella inriktningen. Undervisningen
kommer da in i en ond cirkel. Ju mer "gdr-si-hir-orienterande” undervisningen
blir, desto mer saknar eleven forkunskaper for kommande avsnitt och ldraren
tvingas fortsitta med “gor-si-hir-inriktningen”. Undervisningen tenderar pa sa
satt att bli mer och mer procedurellt inriktad och lirarens anpassning av tester
doljer undervisningens férsimring for eleverna, vilka tror att de behirskar
innehéllet eftersom de kan besvara de frigor som stills.

Den procedurella inriktningen innebir vidare att undervisningen blir berik-
ningsfixerad. Detta syns ockséd ganska tydligt i de liromedel som har anvints
i Sverige. Undantagsvis fanns uppgifter i vilka begreppslig kunskap behandlades.
Dirmed var berikningsformagan den klart dominerande i undervisningen.
Det dr i princip oméjligt att finna beskrivningar av samband mellan begrepp i
vare sig text eller dvningar i de svenska liromedlen i grundskolan. Haapsalo™

7 TIMSS (2007).

8 Tall & Vinner (1981).
° Tall & Vinner (1981).
10" Happasalo (2003).
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menar att liromedlen 4ven i Finland har en tydlig procedurell inriktning och
att berikningstraditionen dominerar i textbdckerna.

I de tidiga arskurserna i grundskolan har det sé kallade "arbetsschemat” styrt
verksamheten, ldraren har organiserat elevernas sjilvstindiga arbete och eleven
har i princip jobbat sjilv i liromedlet''. Nigra gemensamma genomgangar och
forklaringar har sillan férekommit. Nistan samtliga ldrare (95 %) i TIMSS
2007 uppgav att de foljde liroboken och dess planering. Vidare dominerades
undervisningstiden av sjilvstindigt elevarbete. Uppf6ljningar for att forsikra
sig om att eleverna forstate innehallet pd avsett sitt tycks ha skett med hjilp av
diagnostiska test. Djupanalyserna av TIMSS 2007 samt studien i Lilla Edet
visade att diagnoserna avsl6jar kanske elevernas misstag men oftast inte orsaken
till dessa misstag. Genom att trina mer, som var den vanligaste atgirden,
kom istillet misstagen att befdstas annu mer 4n tidigare. Detta var tydligt i Lilla
Edet. Eleverna hade under tre ar gjort diagnoser och évat mer medan orsaken
till misstagen, som bland annat var den talsortsvisa berikningens'* behandling,
inte retts ut. Diagnoserna hade visat att eleverna gjorde misstag och de hade
ovat mer men orsaken till misstagen kvarstod eftersom lirarna inte kunnat
analysera situationen for att finna orsaken och reda ut den for eleverna.

Som bland annat matematikdelegationen tidigare papekat behéver
matematik resoneras och kommuniceras i grupper av elever under liraren led-
ning. Liraren kan di utfora det som pa engelska benimns “natural assessment”,
det vill siga formativt utvirdera framfor allt elevernas forstaelse av matematiken.
Eleverna uppvisar i sina resonemang hur de forstitt eller missforstatt ett mo-
ment. Liraren kan di stilla fragor som gor att eleven kan inse sitt misstag.
Utvirderingen kan ocksa ligga till grund f6r den fortsatta undervisningens
planering, innehéll och utformning samt strukturella misstag med sina rotter
i undervisningen kan upptickas och atgirdas.

Uppfattningar, som ir bade rationellt och emotionellt grundade, om matema-
tikens natur, hur den lirs samt hur undervisningen skall bedrivas under dessa
bada forutsittningar kan sammanfattas i vad som kallas belief system. Dessa
grundliggs tidigt, vilket innebir att den férsta inriktningen av undervisningen
ir avgdrande for vilket belief system som eleven utvecklar’. Detta system av-
gor hur eleven uppfattar matematikimnets natur. Flera belief system ar kinda
fran forskning i Sverige men framfor allt frin den internationella forskningen.
Det belief system, som en elev eller ldrare har, styr alltsa vad de uppfattar som

1 TIMSS (2007).
12 Vid talsortsvis berikning beriknas talsorterna, ental, tiotal, osv. var for sig och delberik-
ningarna kombineras direfter.

13 Calderhead, (1996); Ernest, (1989) Pajares, (1992); Thompson, (1992).
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matematik. Matematik kan uppfattas att mer eller mindre handla om att gora
berikningar och 16sa rutinuppgifter. Denna orientering 4r vil dokumenterad

i internationella forskningséversikter'“. Matematiken ses som en uppsittning
regler, som skall tillimpas och ovas in, vilket gor att den andra komponenten

i belief system, hur lirande av detta specifika innehall skall ga till, uppfattas
som att inldrning sker om reglerna tillimpas da uppgifter 16ses. Den tredje
komponenten i ett belief system utgors alltsd av en uppfattning om hur under-
visningen, i konsekvens med de tvd andra uppfattningarna, skall utféras®.
Denna uppfattning ir alltsd konsistent i férhéllande till uppfattningarna om

16 kunde visa att om elever stoter

matematikens natur och dess lirande. Larsson
pa en ldrare som har ett belief system som inte éverensstimmer med deras eget
uppstar litt konflikter. Eleverna kriver att undervisningen utfors i enlighet
med deras belief system om det ar tidigare etablerat. Har eleverna dnnu inte
etablerat ett belief system, kan utformningen av detsamma péverkas genom den
undervisning som eleverna far erfara.

Pajares'” menar att dessa uppfattningar, som ingar i ett belief system, bestir
av rationell kunskap blandad med emotioner. Detta gor dem mycket resistenta
mot paverkan. Bentley'® fann att lirare kunde ha flera parallella belief systems,
vilket kan peka pa att elever ocksa skulle kunna ha detta. Att férindra en per-
sons belief system 4r dé inte lika framgdngsrikt som att forsoka ligga till yteer-
ligare ett. Att ligga till ett tycks inte vara lika utmanande som att férindra ett
befintligt.

Den tredje komponenten i ett belief system var ju uppfattningen om hur
undervisningen skall vara utformad. I fallet med de, som ser matematiken som
en samling regler, som skall anvindas da uppgifter loses, menar de att under-
visningen huvudsakligen skall utgéras av berikningar. Undervisningen utgdrs
da av elevsjilvstindigt arbete, det vill siga eleverna 16ser uppgifter, uppgifter
i vilka reglerna kan tillimpas och dirmed &vas och liras in. Problemet med en
sidan inriktning av undervisningen ir att forskningsoversikter over effekten av
undervisningsuppehall visar att just kunskaper, som ir procedurellt inriktade
utan begreppslig férankring eller forstaelse, gloms fortare dn kunskaper, som
ar grundade pa forstielse med begreppslig forankring'.

Andra belief system, som beskrivits i forskningen framfér allt internationellt
men ocksi till viss del nationellt, 4r att matematiken ses som problemldsning
i vid bemirkelse och att anvindning av matematiska begrepp och formaga att
resonera matematiskt logiskt utgér hérnstenarna i detta system. Undervisningen

14 Tall & Vinner (1981); Thompson (1992).

5 Ernest (1989).

16 Larsson (1983).

17" Pajares (1992).

18 Bentley, C (2002).

¥ Cooper, Nye, Charton, Lindsay & Greathouse (1996).
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utformas da s att man enskilt eller i grupp loser rika matematiska problem,
framf6r allt inte problem, som ir av rutinkarakeir. Ofta 18ses problem, som
kan leda till mer generella matematiska slutsatser, sa kallade kirnfulla matema-
tiska principer®. For att undervisningen om de fem férmédgorna i den nya
kursplanen i matematik skall 4ga rum krivs andra belief systems, vilka ser mate-
matikens natur annorlunda med mer fokus p& matematiska begrepp och deras
samband samt dir resonemangs- och kommunikationsférmaga ocksa beaktas®'.

Lirares belief system bestimmer till stor del hur undervisningen utformas
i klassrummet. Detta betyder i sin tur att lirares kompetens blir kopplad till
sdtt varpd undervisningen genomfors. En ldrare trinar helt enkel att genomféra
undervisningen enligt sin uppfattning i sitt belief system. Bentley** beskrev
detta fenomen i sin studie och fann vidare att forsokspersoner var inlasta i sin
kompetens av sitt belief system. For att forindra undervisningen i den riktning
som kursplanen i matematik i Lgr 11 beskriver behévs alltsd fortbildning, som
far ldrarna att ligga till dcminstone ett belief system, i vilket begreppsanalys och
forstielse tillsammans med matematiska resonemang och kommunikation ingr.

Ovanstiende omstindigheter pekar mot att gedigna férkunskaper frin de
tidiga dren i grundskolan skulle kunna bidra till att undervisningen kan foku-
sera mer pa matematisk forstielse, det vill siga undervisningen skulle kunna
bli mer konceptuellt inriktad.

Begreppslig forstaelse kan ocksd bidra till att eleverna kan tillimpa sina kun-
skaper i nya sammanhang, ssmmanhang, som férekommer i vardagen, vars
karaktir inte direkt kan forutsigas. Denna forbittring av formagan beror
enligt den internationella forskningen p4 att eleverna i sina begreppskunskaper
har med sig ett slags facit for modifiering av procedurer, en modifiering, som
kan vara nédvindig for att anpassa procedurerna och kunna anvinda dem
i nya kontexter eller sammanhang®.

Svenska elevers attityd till matematik och deras virdering av matematikens
betydelse undersoktes i TIMSS 2007 och redovisas i den internationella rap-
porten. Med det internationella medelvirdet som ett riktvirde kan konstateras
att de svenska eleverna i medeltal hade en mindre positiv attityd till mnet och
att de virderade nyttan mindre 4n vad elever i andra linder i genomsnitt gjorde.

En mer positiv attityd till matematik verkar ocksa samvariera med resultatet pa
TIMSS kunskapstest*.

2 Ernest (1989); Ma (1999); Bentley & Bentley (2011); Richardson (1995).
21 Bentley & Bentley (2011).

2 Bentley, C (2002).

# Rittle-Johnson & Wagner Alibali (1999).

24 TIMSS (2007).
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Den internationella forskningen visar att lirarkompetensen ir den faktor som
mest paverkar elevprestationerna, forutsatt att liraren inte 6verldter inhimtandet
av kunskaper helt till eleverna, ett forhallande som har varit alltf6r vanligt

i Sverige. Under f6rutsittning av att ett mer lirarakeivt arbetsitt etableras sd 4r
fortbildning av lirarna ett av de effektivaste sitten att forbittra elevpresta-
tionerna. For att en utokad undervisningstid skall bli effektiv krivs att lirarna
fortbildas i matematikdidaktik. Lirarna behover kunskaper om hur innehallet
behandlas begreppsligt och kunskaper om hur man motverkar att eleverna
bygger upp de kinda misstagen frain TIMSS djupanalys. Analysen har ju visat
att stora elevgrupper gor de hir kiinda misstagen, ibland ror det sig om grupper
sd stora som over hilften av eleverna. Eftersom det ingdr ungefir 100 000 elever
i en drskurs i grundskolan blir elevantalet ganska stort: 6ver 50 000 elever.
Om vi tinker oss att det i medeltal finns 25 elever i en klass berérs ungefir

2 000 ldrare av en arskurs. Uppskattningsvis ar mellan 15 000 och 20 000
lirare berérda.

For att kunna undervisa om hur begrepp forstas och hur de ir relaterade till
varandra krivs kunskaper inom detta omrade. Nagra beskrivningar i liromed-
len finns dnnu inte och lirares belief system ir oftast berakningsinriktat, vilket
laee far dill f6ljd att flera av formagorna i kursplanen inte behandlas pé avsett
sitt. For att fa med alla fem férmagorna krivs ett delvis annorlunda belief
system hos liraren. Inldrningsteorier om hur olika skolmatematiska begrepp
ldrs in dr ocksé ett omrade, som behover vara centralt i en fortbildningssats-
ning. Till sist men troligen viktigast behéver lirare tydlig kinnedom om
elevers olika utvecklingssteg i matematik for att kunna gora den formativa
utvirdering som férvintas och behovs.

Oavsett var den utdkade tiden i grundskolan liggs ut behdver samtliga
grupper av ldrare som undervisar i matematik fortbildas om resultatet skall blir
det forvintade. Liggs tiden huvudsakligen i de tidigare arskurserna bér ldrarna
i de senare kunna ta emot elever med mer utvecklade kunskaper och utveckla
eleverna vidare dir. For detta krivs ocksa fortbildning men den kan ligga nagra
ar senare.

I och med beslutet av Lgr 11, togs ytterligare ett steg mot en internationell
anpassning av det centrala innehallet i kursplanen i matematik samt en tydlig
styrning fran en procedurell undervisning till en mer konceptuellt inriktad
undervisning. De krav som ir férenande med undervisningens syfte, de sa
kallade formagorna, och dé speciellt begreppsférmagan, formagan att resonera
och kommunikationsférmagan gor att det centrala innehallet ocksa maéste ses
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fran dessa perspektiv. Detta sker inte utan vidare da larares belief system kan

vinkla tolkningen av kursplanens direktiv. For att en sidan vinkling skall kunna
undvikas krivs fortbildning sa att lirare behirskar innehéllet utifrin dessa per-
spektiv och att de ocksa kan utveckla ett till kursplanen anpassat belief system.

I det centrala innehallet mirks bland annat att tal i brikform skall behandlas
i drskurserna 1-3, rationella tal och mer formell algebra i drskurserna 4-6 samt
utdkad innehall i algebra i drskurserna 7-9.

Av ldrarna i grundskolan krivs att de skall undervisa om ett innehéll de tidi-
gare inte i allmdnhet undervisat om. For att kunna goéra detta krivs kunskaper
om hur detta innehall skall behandlas i undervisningen samt hur man und-
viker att kiinda elevmisstag uppstar. Samordning Gver aren av exempelvis an-
vindning av begreppsmodeller si att eleverna slipper lira om di de byter lirare
ir ocksé nédvindigt. En sidan samordning ir ocksd arbetsbesparande for lirarna.

Viktigt att forutsittningarna i de senare drskurserna ir si bra som méjligt,
framfor allt dr innehallet i arskurserna 4—-6 mycket uppfodrande f6r lirarna dé
de vanligen 4r ganska obekanta med det nya matematiska innehéllet i kurs-
planen.

Om elevernas belief system skall kunna 4ndras i riktning mot mer forstéelse
av matematiken maste detta ske tidigt och genom en allsidig behandling av
innehallet. Det 4r framfor allt den begreppsliga inrikeningen och inriktningen
mot att utveckla elevernas resonemangsférméiga som behéver fa ett utrymme
i undervisningen. Detta motiverar en utdkad tidsram i framfér allt de tidiga
dren i grundskolan. Berdkningsinriktningen méste kompletteras med mer ma-
tematisk forstaelse bland annat f6r att eleverna skall kunna tillimpa sina kun-
skaper i f6r dem nya sammanhang, sammanhang i vilka eleven kan lésa proble-
men bara genom att tillimpa sina befintliga kunskaper. Denna férmaga till
transfer kan da patagligt forbittras.

Flera av elevernas misstag och missuppfattningar etableras under de tidiga ars-
kurserna och verkar ligga kvar under ganska lang tid, ibland resten av deras
skoltid. Dessa misstag bidrar patagligt till de forsimrade resultaten i svenska
skolor visar djupanalysen av TIMSS 2007. Misstag, som brukar etableras
under de tidiga dren i grundskolan forekom ocksé frekvent under de senare
aren. Senare forskning visar att flera vilbekanta misstag har sina rotter i miss-
tag i undervisningen under de tidiga dren. Ett sadant kiint misstag 4r det si
kallade +1-felet”, som gors frekvent dven i gymnasieskolan. Detta misstag och
framf6rallt orsaken till det etableras vanligen under de forsta dren i skolan.

» Vid addition och subtraktion kommer eleverna en enhet fel. Detta misstag hindrar utveckling
av talfakta, dvs. additions- och subtraktionstabellerna kan da svarligen automatiseras.
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Konsekvensen for elever som gor detta misstag, dr att ndgon regelbundenhet
i resultaten av aritmetiska operationer inte forekommer tillrickligt ofta och
talfakta kan da inte utvecklas®.

Ett annat misstag och dess orsaker kan ocksé illustrera detta. En elev i ak 9
djupintervjuades och fick den kinda fragan vad 51-49 ar? Han svarade: "Fy
vad jobbigt! Rikna ner 49 steg.” Han kinde inte till, trots att han haft fem ar
av specialundervisning, att subtraktionen kunde beriknas genom att rikna an-
talet steg mellan talen. Eleven fick en instruktion av intervjuaren och férstod
hur berikningen skulle goras och 18ste direfter ett antal liknande uppgifter.
Karakdiristiskt for elever med svarigheter i matematik 4r att samtliga, som in-
tervjuats (ca 100), ocksa uppvisar outvecklade eller olimpliga berdkningsstrate-
gier”.

Bristen pa adekvata berikningsstrategier gor att talfakta inte utvecklas eller
far en forsenad utveckling. Flera av misstagen blockerar utvecklingen av tal-
fakta di inga regelbundenheter i resultaten av aritmetiska operationer fore-
kommer.

Elever med annat modersmadl 4n svenska har ofta problem med dvergangen
fran spriklig kod till sifferkod da tal skall uttryckas. Svenska uttrycker ju tal
sprikligt med en omkastning for tal mellan 12 och 20. I exempelvis talet 16
uttrycks entalet fore tiotalet men skrivs i omvind ordning. Over 20 forekommer
inte denna omkastning. I andra sprik fsrekommer omkastning ibland mer
frekvent ibland mindre. I tyskan férekommer omkastning mer eller mindre
hela tiden. 21 utldses "ein-und-zwanzig”. Flertalet sprak har mer eller mindre
ur vart perspektiv egendomliga sitt att beskriva tal som franskans uttryck for
92, "quatre-vingt-douze”. Speciellt besvirligt har barn, som dessutom har lirt
sig att anvinda ett annat notationssystem ér vart. Exempelvis har arabiska barn
inte bara svirigheter med det indiska notationssystemet, som de anvinder, utan
ocksd omkastningar da tal lises ut sprikligt, exempelvis lises 139 som “ett
hundra nio trettio”. Detta brukar leda till att siffror i talen kastas om, si kallade
reverserade tal, eller ssammanlidnkad struktur, ett forhillande som i ett 6vergings-
skede kan skapa stora problem for liraren och inte minst for eleven. Ertt initialt
stdd for dessa elever har visat att om de blir direkt uppmiarksammade pa skill-
naderna mellan spraken och notationssystemen sa underlittar detta inlirning-
en. Det som kan hinda ir att eleven blandar ihop de sprikliga uttrycken via
fenomenet interferens eller att arbetsminnet onddigt belastas och ddrmed
blockeras f6r annan inldrning.

Ovanstaende problem har visat sig vara sirskilt problematiskt vid utveckling
av talfakta, det vill siga att addition, subtraktion och multiplikationstabellerna
automatiserats.

% Bentley & Bentley (2011). Se vidare sid. 45 i denna rapport.
¥ Bentley & Bentley (2011).
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I kapitlet kommer forskningsresultat att beskrivas med relevans for elevers
matematikutveckling, vilket kan vara av betydelse for var ett utokat timtal skall
placeras i grundskolans olika ar.

Elevers utveckling av talbegreppet r av central betydelse f6r matematik-
undervisningen. Utvecklingen beskrivs i det forsta avsnittet. Ibland kan ut-
vecklingen retarderas och dirvid stanna pa en forhallandevis lag niva. Orsakerna
till detta reds ut i det andra avsnittet. Ett av de viktigaste stegen i en elevs
matematikutveckling ir tillignandet av talfakta, det vill siga automatiserandet
av addition, subtraktion och multiplikation. Hur denna utveckling gr till, vad
som hinder i hjirnan och vad som kan hindra utvecklingen beskrivs i det tredje
avsnittet. I avsnitt fyra belyses orsaken till de misstag svenska elever gor rérande
tal i brakform bland annat med ett antal exempel frin TIMSS 2007. Negativa
hela tal ir ett kint problemomride inom den grundliggande matematiken,
framforalle ror det subtraktion av ett negativt heltal samt multiplikation av tvd
negativa tal. Detta beskrivs i avsnitt fem. I sjitte avsnittet behandlas de pro-
blem som r6r algebran i grundskolans senare dr. Speciellt uppfattningen av varia-
belbegreppet analyseras sirskilt. Overgeneraliseringar visade sig i TIMSS 2003
och 2007 var ett problem for eleverna. Nigra exempel pa sidana generalise-
ringar beskrivs i det sjunde avsnittet. Problemet med blockeringar har betydelse
for elevers forstéelse for matematik och dirmed for elevers matematikutveck-
ling. Detta avhandlas i det dttonde avsnittet. Till sist beskrivs de forutsittning-
ar, som var hjdrnas anatomi ger for matematikundervisningen. Speciellt fokus
liggs pa begreppsinlirning och hur vér hjirna paverkas av undervisningen.

Elevers forstelse av talbegreppet utgar frin att ett tal 4r ett adjektiv och ddrmed
en bestimning till ett substantiv, exempelvis kan substantivet bil bestimmas av
tva, tva bilar. Uppfattningen av talbegreppet ligger da pa en konkret nivé och
kan bara bestimma objekt av samma slag eller kategori. I detta skede av
elevens forstéelse av begreppet, kan inte en myra och elefant uppfattas som tva,
di de utgdr objekt av olika slag. Tyvirr dr manga av dagens textbocker i mate-
matik fulla av objekt av samma slag, som skall riknas.

Den mer utvecklade och abstrakta uppfattningen av talbegreppet innebir att
talet i sig 4r ett substantiv och stdr, som exempelvis tva, for alla konstellationer
av tvd objekt oberoende av objektens beskaffenhet. Da kan en myra och en ele-
fant uppfattas som tva. Lirare kan ibland visa att de inte sjilva har forstitt tal-
begreppet pd detta mer utvecklade sitt. Man kan inte subtrahera tva nyckelpi-
gor fran fem elefanter. I detta uttalande visar liraren att objektens beskaffenhet
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tas hansyn till och att tal uppfattas som adjektiv. I stillet skulle liraren konsta-
terat att utgdngspunkten ir fem objekt av vilka vi tar bort tvé. Vi véljer da tva
bland de fem som vi redan har.

Att uppfatta ett tal, som den abstrakta storhet de ir, kan underlitta elevers
forstdelse av negativa hela tal di dessa matematiskt sett utgdrs av ekvivalens-
klasser, vilket ovanstiende uppfattning ocksi representerar.

Formagan att uppfatta antal dr en medfédd f6rméaga, som vi delar med de
hégre djuren och faglarna. Figlarnas uppfattningar om antal 4r vilkind bland
naturfotografer. Med subitisering kan olika figelarter uppfatta mellan tre och
sju féremal*®. Denna medfodda formédga anvinds i skolmatematiken for att
representera de positiva hela talen, en sé kallad begreppsmodell. Modellen 4r
sa naturlig att de flesta inte uppfattar den som en modell. Att formagan ar
medfddd underlidttar inlirningen av de positiva hela talen. D4 talomréadet
senare utvidgas innebir detta for de flesta elever ett relativt stort steg, vilket
gor att mer tid behover dgnas dt detta. Behandlingen av tal i brakform utgér en
sadan utvidgning som numera skall 4ga rum under de tidiga skolaren.

En mental representation av tallinjen utvecklas allteftersom eleverna far er-
farenheter av talens storleksordning och inbérdes férhéllande. Denna represen-
tation ligger till grund f6r rimlighetsbedémningar av svar pa bland annat arit-
metiska berdkningar. Eleverna verkar inte utan vidare spontant koppla ihop ett
resultat av en berikning med hur resultatet representeras bland talen pi tallinjen.
Studien i Lilla Edet visade att dé lidrarna efterfrigade rimlighetsbeddmning och
trinade eleverna att gora den si gjorde eleverna denna ihopkoppling vilket
resulterade i att de misstag, som tidigare férekommit, minskade i omfattning.

Enligt en forskningséversikt av Fuson® genomgar elever olika steg i sin utveck-
ling av begreppet tal. Forst kan man iaktta nir barnet reciterar talraden, talorden
kommer sammansatta till en borjan men s sméningom gor barnet en atskillnad
mellan varje talord. I nista steg kan barnet tillordna talord till objeke, till en
borjan kan tva talord hamna pa ett objekt eller inget talord alls pd ett annat
men efterhand fungerar tillordningen korreke. I det tredje steget kan barnet
svara pa fragan hur manga genom att nimna det sist uppriknade objektets tal-
ord. Detta representerar en dverging frin den ordinala uppfattningen av tal-
begreppet till att ocksa inkludera den kardinala aspekten. Da barnet tillfrigas
om enkla additioner riknar barnet upp frin bérjan. Da exempelvis tva och tre
adderas, kan barnet rikna forst ett, tvi och ett, tvi, tre och sedan ett, tva, tre,
fyra, fem. Barnet kan i detta skede inte rikna upp frin delen. For att detta skall

28 Ekblad (1990).
2 Fuson (1992).
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kunna ske maste barnet behirska den motsatta évergangen fran kardinalitet till
ordinalitet.

Da barnet riknar upp frin delen utgir barnet frin det antal objekt som den
ena termen representerar. | additionen fem plus tre utgdr barnet frin fem
objekt och borjar dubbelrikna pa det sjitte, sjunde och dttonde. Som tidigare
inser barnet att det sista objektets talord representerar ocksa antalet objekt som
riknats, i sjilva verket en Gverging frin ordinalitet till kardinalitet. Barnet
behirskar nu vad man kan kalla en tvariktad 6vergang mellan ordinalitet och
kardinalitet. En forutsittning for att barnet skall kunna utféra dubbelrikning
ar att talraden behirskas intill automatisering, s att funderingar om vilket tal
som kommer nist inte behéver belasta arbetsminnet.

Vid studier i Sverige har framkommit att elever i grundskolan kan ha en
retarderad utveckling av talbegreppet, vilket innebir att barnet, lingt efter att
kamraterna riknar frin delen, fortfarande riknar frin borjan. Férdrojningen
kan i tid handla om cirka en termin eller ett &r. En sadan retarderad utveckling
ir forenad med att talraden inte behirskas fullt ut framlinges och/eller bak-
linges samt att barnen skriver spegelvinda siffror, reverserade tal, sammanlin-
kad strukcur®, eller inte har automatiserat sifferskrivandet®’. Utvecklingen av tal-
fakta, automatiserade additions-, subtraktions- och multiplikationstabeller,
stoppas eller fordrojs, vilket kan leda till att eleven konstant far svarigheter att
folja undervisningen. Om ldraren illustrerar en matematisk princip med en be-
rikning riskerar eleven att missa principen da en stor del av arbetsminnets ka-
pacitet dgnas at berakningen.

Talfakta har uppnatts dé eleven kan himta aritmetiska resultat, sasom additio-
ners, subtraktioners och multiplikationers resultat, fran lingtidsminnet. For att
detta skall vara fér handen skall enligt internationell standard eleven svara
inom tre sekunder. Om detta sker frigors kapacitet i arbetsminnet, eftersom
berikningarna inte behover utféras i arbetsminnet utan bara himtas dit. Detta
innebir ett optimalt utnyttjande av arbetsminnet®.

De kunskaper som eleverna inhdmtar under dagen hamnar f6rst i arbets-
minnet, som oftast modelleras med fyra komponenter, fonologiska loopen,
visuellt spatiala funktionen, exekutiva funktionen samt episodiska bufferten.
Den exekutiva funktionen samordnar och dirigerar verksamheten i arbetsminnet.
I den sker aritmetiska berikningar om de inte himtas fran langtidsminnet.
Den svarar ocksa for att rikta uppmirksamheten, en for inldrning viktig

30 Om elever beds att skriva 27 skriver de 207. Detta benimns sammanlinkad struktur.

31 Johansson (2005); Bentley (2008b).
32 DeStefano & LeFevre (2004).
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komponent. Mer kognitiv kapacitet kan dgnas at inldrningen om den exeku-
tiva funktionen inte belastas med beridkningar, utan att dessa himtas frin
langtidsminnet™.

Den fonologiska loopen, som ocksa ir ett korttidsminne, svarar bland annat
for ate sprikljud avkodas till ord, meningar och betydelser. Aven information
som presenteras vagrit hamnar i den fonologiska loopen. Detta fenomen be-
nimns modalitet och innebir att hur informationen presenteras avgor vilken
funktionell del av arbetsminnet som blir aktiv. Presenteras informationen verti-
kalt, som i standardalgoritmer, s& hamnar representationen i den visuellt spatiala
funktionen, i vilken visuell och spatial information kan representeras. I den
episodiska bufferten lagras information om omstindigheterna kring 6vrig
information, exempelvis positiva eller negativa emotioner, vilka kommer till
anvindning dd informationen vidarebehandlas®.

Direfter lagras det vi lirt oss under dagen i hypocampus, en for inlirning
viktig del av hjirnan och som utgér en mellanstation f6r lagring av informatio-
nen. Under sémnen gallras och ordnas informationen i hypocampus och over-
fors till cortex, lingtidsminnet. Amygdala, en del av hjirnan i vilken emotio-
ner hanteras, paverkar vad som fors éver fran hypocampus till cortex.
Information férknippat med positiva eller negativa emotioner fors 6ver for lag-
ring i cortex medan information férknippad med likgiltighet gallras bort.
VTA-loopen kontrollerar om informationen redan finns lagrad eller inte. Det
dr ocksd vilkint att kemiska substanser, som droger, kan blockera denna 6ver-
foring till cortex. Detta yttrar sig som att eleven ena dagen behirskar ett inne-
hall men nagon dag senare ir allt som bortblast. Det inlirda frin den ena da-
gen finns helt enkelt inte kvar ndgon dag senare. Vilka substanser som har
denna inverkan eller biverkan forefaller inte helt utforskat. Vi har i vér forsk-
ning stétt pa elever som uppvisat dessa symtom och som samtidigt medicine-
rat for ADHD eller andra psykologiska eller fysiska tillstand.

For att arbetsminnet skall fungera optimalt vid aritmetiska berdkningar och
fortsatt matematisk utveckling bor alltsd arbetsminnet kunna himra firdiga
resultat av aritmetiska berikningar frin lingtidsminnet. En sidan automatisering
innebir att den exekutiva funktionen inte belastas i si hog grad utan dess
kapacitet kan dgnas at att rikta uppmirksamheten pé det som skall ldras in®.
For att kunna f6lja undervisningen i matematik da liraren illustrerar en mate-
matisk princip med ett inslag av berikningar krivs alltsa att aritmetiska berik-
ningar har automatiserats. Elever, som inte har gjort detta, fokuserar berik-
ningarna och ligger hog kognitiv energi pa att forstd sjilva berikningen och
ddrvid missar de ldtt den matematiska principen. Detta visade sig sarskilt tyd-

% Baddeley (1986); Baddeley (1996); Baddeley & Hitch (1974).
3 Baddeley (1986); Baddeley (1996); Baddeley & Hitch (1974).
3 DeStefano & LeFevre (2004).
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ligt i studien i Lilla Edet, framfor allt i de senare dren i grundskolan.

Vad dr det som gor att de aritmetiska resultaten hamnar i lingtidsminnet?
Eleven maste erfara regelbundenheter och ménster i berikningar. Exempelvis
maste eleven erfara att fem plus tre alltid ar atta. Resultatet fir inte variera. Det
far inte bli sju eller nio ibland for dé erfars inte den regelbundenhet som krivs.
Det dr samma typ av regelbundenhet, som barn iakttar vid sprikinlirning. Det
ar kint att denna typ av automatisering av riknandet, som ocksa benimns tal-
fakea, forst utvecklas for det mindre talen ett, tva, tre, fyra och fem medan de
storre talen brukar komma ndgot senare®.

Om eleven istillet erfar oregelbundenheter kommer inga talfakta att utveck-
las. Olika typer av inkorrekta beridkningar gor att eleven inte uppticker dessa
regelbundenheter och talfakta utvecklas inte. Eleven tror da att det inte finns
nagot unike svar pé en unik addition, subtraktion eller multiplikation. Emeller-
tid brukar multiplikationstabellen liras genom extensiv trining och mer sillan
genom att regelbundenheter och ménster iakttas. Direkt 6vning av huvud-
rikning skulle dirf6r kunna 6verbrygga problemet genom att eleverna dé kan
exponeras for korrekta svar via lirarens kontroll.

Ett problem, som visade sig i TIMSS djupanalys och i studien i Lilla Edet,
var den mingd av olika berikningsstrategier, som liromedlen tog upp for
skriftlig huvudrikning. Speciellt problematiskt var det med de strategier som
fanns i tva olika versioner och som skulle anviindas i olika situationer. De flesta
liromedel beskrev inte i vilka situationer strategierna skulle tillimpas och inte
heller fanns nagon begreppslig forankring beskriven. Nirmare hilften av eleverna
(48,1 %) gjorde misstaget att tillimpa talsortvis berdkning inkorrekt vid en
subtraktion av decimaltal. I Nationella Zmnesprovet inlimnade 16sningar
som analyserades i samband med TIMSS 2007 gjorde relativt fa av de elever
(7,5 %) som anvinde den vanliga standardalgoritmen fel pa en subtraktion
med vixling. Mer 4n hilften (63,7 %) av de som anvinde talsortsvis berikning
gjorde fel pd samma uppgift. De berikningsstrategier, som finns i en version
och som kan tillimpas pa alla additioner och subtraktioner, fanns lagfrekvent
representerade ibland 18sningarna (10,2 %). Dessa strategier forekom ocksd
mer sillan i elevernas textbocker. Detta torde betyda att undervisningen i ringa
utstrickning eller inte alls tagit upp dessa strategier, strategier som rimligen
borde gett mer korrekta resultat oftare.

I Lilla Edet hade en majoritet av eleverna uppfattningen att en aritmetisk
operation inte har ett unikt resultat utan tillimpningen av olika beriknings-
strategier kan ge olika resultat, fér en och samma unika uppgift. En elev yttra-
de: "Det beror pa hur man riknar!”. En sidan uppfattning blockerar utveck-
lingen av talfakta dé eleven redan har uppfattningen att ndgon regelbundenhet

3 Fuson (1992).
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inte finns, att till exempel fem plus tre kan férutom atta dven bli sju och nio
men dven andra resultat ir mojliga.

Om eleverna skall frigora kognitiv kapacitet i arbetsminnet for inlirning,
bor onddig belastning undvikas och dirfor bor talfakta utvecklas sa tidigt som
mojligt. Detta skulle troligen ocksa oka elevernas inlirningskapacitet.

Medf6dd formaga till act uppfatta antal kan inte anvindas da tal i brikform
introduceras pa samma sitt som tidigare dd naturliga tal introduceras. Ett sir-
skilt problem 4r att undervisningen ofta haft en karaktir av inldrning av berik-
ningsprocedurer och inte fokuserat den begreppsliga sidan av tal i brakform.
Detta gor att vissa misstagstyper blir mer frekventa, speciellt vid addition och
subtraktion.

I TIMSS 2007 och 2003 ansig mer n hilften av eleverna (54,4 % respektive
55,0 %) i arskurs atta att = , % N % ir % Det vill siga de summerade til-
jarna for sig och nimnarna for sig. Det korrekta alternativet hade valts av en
dryg femted el av eleverna bade 2007 och 2003 (21,0 % respektive 22,2%). Det
finns dtminstone tvé orsaker till misstaget beskrivna i forskningen. Den ena
orsaken ror en begreppsmodell for tal i brikform, andelsmodellen. En modell,
som har lag strukturell validitet och dirmed avviker patagligt frin den korrekta
matematiska definitionen. I modellen representeras ett brak som “en av fyra”.
Med denna modell kan vi addera en halv och en halv och fa en halv pd nytt,
“en av tvd” plus “en av tvd” dr "tvd av fyra”, vilket dr en halv. Vi har alltsd in-
korrekt kunnat visa att % N % _ 2 _ L Modellen har forekommit i en del
textbocker i Sverige. Den andra orsaken f6r det beskrivna misstaget i TIMSS
kommer av en overgeneralisering frin multiplikation av tal i brakform. Vid
multiplikation multipliceras bade tiljare och nimnare var for sig. En procedu-
rell inldrning av operationerna hindrar inte pi samma sitt som en konceptuell
denna inkorrekta overgeneralisering®.

For en subtraktion av tal i brikform % _ %, som forekom ocksd den
i drskurs 8 bade 2007 och 2003, var resultatet ndgot simre. Nistan tre fjirde-
delar av eleverna (74,4 %) gjorde ovanstiende misstag 2007 och 2003 var
andelen ungefir lika stor (75,1 %).

Aven i arskurs fyra i TIMSS 2007 gjordes ett liknande misstag. Uppgiften
var dir betydligt littare d4 den handlade om liknimnig subtraktion, 4~ _ L.
En dryg tredjedel av eleverna (37,1 %) loste uppgiften korrekt medan knappt
en fjirdedel (23,7 %) gjorde ett misstag motsvarande ovanstiende. De fick re-

4 1 4-1

sultatet till tre genom f6ljande operation = - — - ——— _ 3 Det forekom
5 5 ingenting

dven varianter pd ovanstiende misstag, som att nimnarna adderades istillet for

7 Siegler (2003); Silver (1983); Davis (1997); Bentley (2008a).
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att subtraheras (18,4 %). Resultatet blev di 13—0. Dessutom multiplicerade
en andel elever (18,4 %) nimnarna och fick da % Flera uppgifter i TIMSS
pekar pé liknande misstag, som har sina rotter i en bland annat procedurell
undervisning. Hade undervisningen bedrivits med mer begreppslig forstaelse och
enhetsbegreppet inforts genom att 3 fjirdedelar har enheten en fjirdedel. Med
en sidan ansats forstar eleverna att ndimnarna ir en del av enheten. Da borde
eleverna insett att man vare sig kan addera eller subtrahera brik med olika enhe-
ter utan att vixla enheter, sa att enheterna blir lika. I denna ansats utgor
pizzamodellen och/eller kvadratmodellen hornstenar. Inga begreppsmodeller

i skolmatematiken ir givetvis perfekta da de utgor forenklingar av den mate-
matiska disciplinens definitioner av motsvarande begrepp men den didaktiska
forskningen visar att tvd dimensionella representationer, som dessa tvi modeller,
tillhér de mest effektiva.

Mycket talar for att en undervisning tidigt om tal i brakform kan férbattra
elevernas forstéelse av dessa tal men kan dven ge ett vidgat perspektiv pa talsyste-
met som helhet. Undervisning i drskurs tva av tal i brikform efter fortbildning
av ldrarna har genomforts i Lilla Edets kommun samt i ett antal andra kom-
muner i véstra Sverige med till synes lyckat resultat.

Division av tal i brikform 4r nigot som traditionellt legat i de senare dren
i grundskolan pa samma sitt som i minga andra vistlinder. Ma*® beskriver vilka
svarigheter lirare i USA hade att ge en riknesaga till en division av tvi tal i
brakform. Lirarna i Kina, som hon jimférde med, klarade detta till 6ver 70 %
medan endast nagra fa av lirarna i USA gjorde det. En forutsittning for
en forstdelse av en sddan division ir att innehdllsdivision behirskas. Kan
divisionen inte uppfattas silunda blir svarigheterna betydande. Exempelvis

o=l

kan losas mer eller mindre utan forstaelse genom att nimnaren inverteras
L _ 5 Betydligt

storre forstielse for divisionen kan man f4 om inneh4llsdivision anvinds. Man

och vi fir -4- som sedan multipliceras med en halv, vi fir 4- .
fragar di hur manga ganger ryms eller innehills en fjirdedel i en halv. Tidigare
forekom innehallsdivision sparsamt i vara textbocker i matematik. Lirar-
studenter som undersokte forekomsten av innehéllsdivision i tre marknads-
ledande liromedel i drskurserna tre, fyra och fem fann att i benimnda problem
sd ledde 80 % till fordelningsdivision medan 20 % ledde till innehéllsdivision.
Denna snedfordelning tycks dock vara pé vig att dndras.

Internationellt fsrekommer undervisning av tal i brakform i de tidiga aren
i grundskolan. I och med Lgr 11 och den nya kursplanen i matematik har en
viss internationell anpassning skett. Detta kommer rimligen att kunna leda till
en forbittring da det giller svenska elevers behirskande av tal i brikform.

% Ma (1999).
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Aven introduktionen av negativa hela tal innebir ett stort steg eftersom med-
fodd disponibilitet f6r antalsmodellen, som kan anvindas for positiva helatal,
inte kan anvindas lingre. Hir har svenska elever ett problem med framféralle
subtraktion av negativa hela tal. I TIMSS 2007 férekom en uppgift i vilken
detta testades. Uppgiften 16d: ”Sitt antingen + eller — i rutorna for att det hir
uttrycket skall bli s stort som mojligt!”

-s0-6030-9

En dryg tredjedel av eleverna (37,3 %) 16ste uppgiften korrekt och anvinde
foljande kombination av tecknen — + —. Dessa elever insdg att — (— 6) r det
samma som att addera sex. Analogt giller for — (- 9) att nio skall adderas. Detta
dr en av hornstenarna i forstdelsen av negativa hela tal. Anmirkningsvirt ir att
en andel elever (28,2 %) anvinde plustecken framfor bada de negativa talen.
Ovriga misstag speglar troligen mer gissningar in planmissiga strategier.

Motsvarande misstag forkom i algebra da ett uttrycks virde skulle berdknas
om variablerna a respektive 4 sattes till 3 och —1. Uttrycket var 2z + 3(2 — b).
En majoritet av eleverna (59,3 %) valde distraktorn ”9”, vilket betydde att de
inte visste att om & = —1 sd dr —b = +1. For dem blev —4 = —1 och uttryckets
virde blev 203 + 3¢(2 — 1) = 6 + 3 = 9. Misstaget har sina rotter i kunskaper om
bland annat de negativa hela talen. Slutsatsen man kan dra av detta 4r att miss-
tag och outvecklade kunskaper frin tidigare ar kan spela stor roll langt senare.

Multiplikation och division av negativa hela tal har ocksé visat sig vara pro-
blematiskt. En av testuppgifterna i TIMSS 2007 och 2003 var "vilket tal divi-
derat med —6 ger resultatet 12?” Alternativen bestod av —72, -2, 2 och 72. De
svenska eleverna (ca 700) hade valt de flesta alternativ ungefir lika frekvent
vilket skulle kunna antyda att de gissat. Ett Chi2-test visar dock att sd troligen
inte var fallet. Endast en dryg fjirdel av eleverna (26,3 %) valde det korrekta
alternativet —72.

De tva stotestenarna med negativa hela tal 4r alltsd subtraktion av ett
negativt tal och multiplikation av tvi negativa tal. Bida momenten ingir
i omrédet rationella tal som enligt den nya kursplanen skall studera under ars-
kurserna 4-6.

Lirare pa hogstadiet ir ofta teoretiskt mer forberedda for undervisningen
av negativa hela tal genom sin mer omfattande utbildning. Den grupp lirare
som nu skall introducera negativa hela tal har inte tidigare i allminhet under-
visat om momentet och har inte heller nigon omfattande teoretisk utbildning
vare sig matematiskt eller didaktiske. Dérfor finns all anledning att prioritera
ett sidant moment och denna grupp av lirare vid den kommande fortbild-
ningen.

Mer tid f6r att undervisa detta moment kan givetvis behovas. Detta kan rim-
ligen ske genom att undervisningen forbittrats i drskurserna 1-3. Om talfakta be-
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hirskas vad giller naturliga tal finns inte ett behov av fortsatt trining av detta pa
samma sitt som tidigare. Alltsd utokad tid for drskurserna 1-3 kan i sjilva verket
frigéra utrymme f6r undervisning av negativa hela tal under arskurserna 4-6.

Ett antal olika uppfattningar av vad bokstavsbeteckningar stir for finns doku-
menterade i forskningen savil nationellt som internationellt. Dessa beteck-
ningar brukar benimnas variabler i forskningssammanhang. I TIMSS 2007
och 2003 forekom ett flertal uppgifter som avslojade de svenska elevernas upp-
fattningar. En av uppgifterna férekom endast i TIMSS 2007 och var relativt
enkel, eftersom den sa kallade objektsmodellen direkt kunde tillimpas. Den
innebir att variabeln i sig uppfattas som objekt istillet f6r symbol for tal. Upp-
giften 16d: Vilket alternativ motsvarar 4x — x + 7y — 2y? Det forsta alternativet var
9 vilket representerar uppfattningen av variabeln som en icke-symbolisk
representation. Variabeln forstés egentligen inte alls, den ignoreras och didrmed
har den ingen symbolisk representation alls. En mindre andel elever (4,5 %),
som forsokte l6sa denna uppgift, uppvisade en uppfattning av variabelbegreppet
som ir typisk for den icke-symboliska representationen, genom att vilja detta
alternativ. Det andra alternativet 9xy representerar en utveckling i vilken eleven
dr pa vig att inse att den icke-symboliska representationen inte dr korrekt.
Dirfor inser de att bokstavsbeteckningarna for variablerna inte kan bara ute-
limnas men de vet inte 4nnu hur de skall behandlas. Eleverna skriver dirfor
till dem efter varandra efter att ha adderat koefficienterna med tecken. Andelen
elever (14 %), som valde detta alternativ, var betydligt storre dn foregiende
grupp. Det tredje alternativet var 4 — 5y valdes av en dnnu storre andel och
beror pa att 4x uppfattas additivt, vilket gor att 4x — x = 4. Det fjirde och kor-
rekta alternativet, 3x — 5y, fastnade en klar majoritet (61,5 %) for. Uppgiften
maste dock betecknas som en rutinuppgift f6r de flesta elever.

Sé fort uppgiften inte innebir en additiv utan en multiplikativ férenkling
sjunker losningsfrekvensen dramatiskt. I nista exempel pa uppgift skulle
2a’3a forenklas. Fyra alternativ fanns att vilja mellan. Det mest frekventa
alternativet var distraktorn 6a* som valdes av en majoritet av eleverna
(46,1 %). I detta fall fungerar inte objektsmodellen eftersom det ir friga om
en multiplikativ férenkling. Det korrekta alternativet valdes endast lagfrekvent
(18,0 %). Att se variabeln som ett objekt, exempelvis som ett antal apelsiner,
bidrar inte till ndgon operationell forstielse eftersom apelsin ginger apelsin
inte har nagon begreppslig eller férklarande betydelse.

Variabler fir sin betydelse av sammanhanget eller kontexten. Dessa tvd miss-
uppfattningar, som beskrivits ovan forekommer oberoende av sammanhanget.
Den korrekta uppfattningen av variabelbegreppet i ett uttryck ar en generell
talbeteckning till skillnad fran siffror som ir specifika talsymboler. Virdet av

UTOKAD UNDERVISNINGSTID | MATEMATIK

49



50

uttryck kan beriknas da variablerna tilldelats specifika virden. I ett saidant
exempel frin TIMSS 2007, som beskrivits ovan efterfrigades virdet av ett ut-
tryck: Vad dr vérdet av 2a + 3(2 — b) for a = 3 och b = —1? En klar majoritet av
eleverna (59,3 %) valdes en av distraktorerna, 9. Orsaken till detta var att de
inte insig att om & = —1 sd dr —b = +1. De menade istillet att —4 4r lika med
—1 i uttrycket. Vi far dd 2¢3 + 3¢(2 - 1) = 9. Det korrekta svaret fis om -6
ersitts med +1 vilket ger uttrycket virdet 15. En lite andel av de svenska elev-
erna (10,9 %) valde detta alternativ. Som jimforelse kan nimnas att en storre
andel eleverna i Hong Kong och Taiwan (69,2 %; 78,4 %) loste uppgiften.

Aven i nationella imnesprovet for arskurs 9 forekom en liknande uppgift.
Men den direkta svirigheten for eleverna, vilket var att om en variabel ersitts
med ett negativt virde si blir motsvarande negativa variabel positiv, testades
inte. Uppgiften var betydligt enklare eftersom variablerna var positiva i ut-
trycket medan de ersattes med negativa virden. Trots detta 13ste mindre 4n
halften av eleverna (40,8 %) uppgiften.

I en annan uppgift i TIMSS anvindes negativa parenteser: Vilket av alterna-
tiven dr lika med 2(x + y) — (2x — y)? Det korrekta alternativet 3y valdes av
mindre dn en femtedel av de svenska eleverna (18,9 %). Mer 4n en fjirdedel av
eleverna (27,8 %) valde den distraktor, y, som representerar misstaget att inte
byta tecken pa en negativ parentes vid férenkling.

En annan missuppfattning av variabelbegreppet, som dyker upp i samband
med att virdet av uttryck skall beriknas dd virdena pa variablerna ir givna, ir
sifferrepresentation. Om & = 2 sa beriknar elever med denna uppfattning
36 till 32 och inte till 322 = 6. Dess bittre har denna missuppfattning inte
nigon nimnvird omfattning i TIMSS enligt djupanalyserna.

I en ekvationskontext betyder variabeln ett specifikt okdnt tal. Detta brukar
de flesta elever forsta. I TIMSS 2007 och 2003 forekom bland annat denna
uppgift som behandlade l6sning av en ekvation, 3(2x — 1) + 2x = 21. Vilket
virde har x? Ungefir hilften av de svenska eleverna (50,6 %; 53,2 %) loste
ekvationen korrekt bdda aren. Ekvationer verkar svenska elever behirska for-
hallandevis bittre 4n berikningar av uttrycks virden. Eftersom ekvationslos-
ning trinas forhallandevis extensivt sa lever uppfattningen av variabelbegreppet,
som specifikt okdnt tal, kvar dven i andra kontexter, i vilka variabeln i stillet
representerar en generell talbeteckning. En graf i ett koordinatsystem blir mer
eller mindre omaijlig att férstd om variabeln uppfattas som ett specifik okint
tal. Den oberoende variabeln x maste kunna genoml6pa alla de x-virden som
ingar i funktionens definitionsomrade f6r att de olika y-virden, som ingar i
virdeomradet, skall kunna erhallas och grafen ritas upp. Om x endast uppfat-
tas som ett virde far vi en graf, som bestar av bara en punkt i koordinatsystemet.

I TIMSS 2007 fanns tva uppgifter, som inte var fria for publicering i vilka
forstéelsen av variabelbegreppet ocksa testades. Tydliga skillnader i uppfatt-
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ningar av variabeln uppvisades i de tva uppgifterna. Slutsatsen man kan dra av
detta dr att kontexten kan avgora vilken uppfattning eleven uppvisar. Detta
visar ocksa att en elev kan ha flera parallella uppfattningar, vilka var och en kan
tillimpas i olika kontexter.

Hur likhetstecknet uppfattas har stor betydelse for mojligheten att l6sa
ekvationer med en variabel i varje led. Vanligen uppfattar elever likhetstecknet
som “det blir”, den sa kallade dynamiska uppfattningen. Vissa s kallade luck-
ovningar kan avsl6ja om eleverna har en dynamisk uppfattning, 4 + 5= [1-2.
Ett frekvent misstag 4r att nio skrivs i rutan och inte elva. Om en elev med den
dynamiska uppfattningen skall 16sa en sidan ekvation som 3x + 4 = 5x — 2 kan
problem uppsta. Ett resonemang som framkommit i véra intervjustudier ir att
elever siger att de inte kan forenkla 3x + 4 till att /7 5x — 2. Det dr mycket
enklare att [6sa en ekvation med variabler i bida leden om eleven behirskar
den statiska uppfattningen, som innebir att det dr /ika mycket i bada led. Reso-
nemanget blir da att f6r ndgot virde pa x kan det vara lika mycket pa bada si-
dor om likhetstecknet. Glidjande nog kan konstateras att flera lirobocker
observerat problemet och dtgirdat det. Det vore troligen bittre att undvika
”blir” och istillet anvinda ordet 7ar”.

Overgeneraliseringar kan ha sina rotter i att eleven sjilv dragit en slutsats, som
endast har lokal giltighet eller liraren kan, utan full medvetenhet om konse-
kvenserna, ha dragit en slutsats i undervisningen, som ocksa bara har lokal gil-
tighet. Frin den matematikdidaktiska forskningen finns flertalet beskrivningar
av overgeneraliseringar av den senare typen. Uttrycket “stdrst forst”, som enligt
anvindaren skulle anvisa ordningen i subtraktioner, ar ett sidant exempel.
Detta innebir att frin det storsta talet skall den mindre alltid subtraheras.
Denna slutsats innebir problem di eleverna kommer till subtraktioner, som
kriver vixling. Denna 6vergeneralisering var en av de vanligaste orsakerna till
att 51 — 49 = 18. Da delberikningen av 1 — 9 skulle utforas var en av orsakerna
att eleverna tillimpade dvergeneraliseringen och vinde pd subtraktionen. De
beriknade istillet 9 — 1 = 8. Eleverna hade pa detta sitt felaktigt lirt sig att
subtraktionen var kommutativ och att vixlingsforfarande inte behévdes, ett
misstag som inte ldt sig dtgirdas sa litt. Ungefir hilften av eleverna i TIMSS
2007 gjorde liknande misstag,.

En annan 6vergeneralisering har att gora med addition av f6rst naturliga
tal. Den siger att talen skall stillas upp med rak hoger kant di de skall adderas.
De lirare, som genom okunnighet anvinder denna dvergeneralisering, skulle
hellre kunna uttryckt motsvarande genom att siga att ental sitts under ental,
tiotal sitts under tiotal, och s vidare. Nir elever, som endast lirt sig overgene-
raliseringen, skall addera tal i decimal form nagra ar senare si gér de genast ett
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misstag da de skall addera decimaltal med olika antal decimaler. D4 kommer
nimligen inte ental under ental, tiotal under tiotal, och sa vidare. I TIMSS
2007 och 2003 foérekom en uppgift om en froblandning: En tridgirdsmdstare
blandar 4,45 kg rajgrisfron med 2,735 kg kloverfro for att si en grismatta. Hur
mdnga kilogram froblandning har han direfter? Tva tredjedelar av svenska elever-
na (67,2 %) utfdrde additionen av decimaltal korrekt i TIMSS 2007 medan
drygt hilften (55,1 %) gjorde det i TIMSS 2003. Bland det vanligaste missta-
get mirks dock svaret 3,18, som kommer av uppstillningen nedan.
4,45

+ 2,735

3,180

Alltsa en addition utford i enlighet med dvergeneraliseringen ovan. Detta
misstag beror givetvis inte pd eleverna utan pa undermilig undervisning,
vilket flertalet misstag torde géra. Om ldraren istillet hade sammanfattat
principer med ental under ental och tiotal under tiotal si hade additionen av
decimaltal fungerat utan ytterligare undervisning. Eleverna hade bara behovt
tillimpa principen.

Illa valda exempel i lirobdcker och av liraren i undervisningen kan ocksd
orsaka problem. Den typ av misstag, som orsakas av detta, brukar sigas bero
pa “exemplens kraft”. Ett nyligen av oss upptickt sidant exempel fann vi dd vi
trinade ldrare att gora elevintervjuer for att leta efter orsaker till elevers misstag.

I en textbok hade foljande exempel anviints.

Procentform Brakform Decimalform
10 % - 0,10

Exemplet ir alldeles korrekt men kan missuppfattas. Nir eleverna skulle vixla

20 % till brikform och decimalform fick de

Procentform Brakform Decimalform

20 % 5 0,20
Monstret frin det forsta exemplet anvindes av eleverna och de trodde att det bara
var att invertera talet i procentform for att fi motsvarande tal i brikform. Det kor-
rekta r ju % i brikform. Vid val av exempel 4r det viktigt att de inte innehaller
nigot tillfilligt monster, som felaktigt kan generaliseras.

Aven vi addition och subtraktion av tal i brakform forekommer 6vergeneralise-
ringar fran multiplikation av dessa tal. Vid multiplikation opereras med bade til-
jarna och nimnarna var for sig, vilket inte ér fallet vid addition och subtraktion i
vilken nimnaren kan uppfattas som en enhet och darfor inte paverka operationen.
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Hos elever kan misstag finnas etablerade, vilka gor att fortsatt inlirning av
matematiska moment kan blockeras. Det dr dirfor viktigt att studera och ana-
lysera dven det eleverna inte kan for att forsta pa vilket sitt de inte kan, det de
inte kan. Blockeringar f6r fortsatt inlirning kan finnas dir. En sidan blocke-
ring gor att eleven inte kommer vidare i sin matematiska utveckling. Inkorreke
tillimpning av talsortvis berikning ir ett exempel pa en sddan blockering.
Eleven erfar da ingen regelbundenhet i sina berdkningar och kan inte pa detta
satt utveckla talfakta. Den elev som forst forklarade detta var han, som pa fragan
vad 51 — 49 ir svarade forst 18 och direfter pa frigan om det kan vara nagot
mer svarade "tvd”. Som forklaring gav han svaret “det beror pa hur man rik-
nar”. Han hade alltsd uppfattningen att beroende pa vilken beridkningsstrategi
han tillimpade si kunde resultatet pd en specifik berikning bli olika. Han kunde
ddrfor inte finna ndgon regelbundenhet i operationernas resultat och han letade
inte heller efter det d& han trodde att det inte fanns ndgon sidan. Han hade
dirmed blockerat sin utveckling av talfakta. I TIMSS 2007 och i nationella
dmnesprovet framkom att han definitivt inte var ensam. Det ér vikeigt att lirare
har tid och kunskaper att analysera och reda ut misstag av denna typ.

Som tidigare beskrivits kan dven +1-felet och +2-felet dstadkomma samma
oregelbundenhet och dirmed blockera utvecklingen av talfakta. Bida dessa
misstag har flera bakomliggande orsaker. +1-felet orsakas mest av en inkorreke
nedrikning, ett misstag som sillan beror pi eleven. Andra orsaker kan vara
luckor i talraden eller svag utvecklad mentalrepresentation av talen. Speciellt
vid subtraktion av tvi storre tal kan misstagen att fokusera talen emellan istillet
for antalet steg emellan vara orsaken. Detta kan ocksé vara en orsak till
+2-felet. Ibland dyker ett +5-fel upp. Detta har sin orsak i fingerrikning och
en hands fingrar har hoppats over.

Bristen pa erfarenhet av innehallsdivision kan forsvéra och ibland dven blocke-
ra forstdelsen och tillimpningen av kortdivision och division av tal i brikform
som beskrivits tidigare.

En annan blockering av forstaelsen av kongruensbegreppet i geometrin
intriffar relativt frekvent. Frigar man lirare och elever nir tva punkeer ir lika
fir man sillan nigot svar. Om man fortsitter frigandet med tvé strickor och
fragar pd samma sitt nir de dr lika kommer inte heller sa ofta nagot svar. Att
placeringen i planet har en avgérande betydelse for nir tva strickor ér lika tror
inte de flesta. Oftast ligger fokus pa lingden och de ir lika om de har samma
lingd. Med trianglar 4r det nagot annorlunda. Nir 4r tva trianglar lika? Nir de
har samma form och storlek samt nir det ligger pa samma plats sa att de
sammanfaller. Ligger de inte p4 samma plats ir de kongruenta. Si kunskapen
om likhet i geometrin ir en forutsittning for att elever skall kunna forsta
kongruensbegreppet. Om inte den forutsittningen finns blir kongruensbe-
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greppet mer eller mindre meningsldst.

Aven uppfattningen av likhetstecknet kan ha avgrande betydelse for elevers
formaga att losa ekvationer med variabler i bada led. Den dynamiska uppfatt-
ningen, “blir” kan ocksa blockera elevernas majligheter till att 16sa dessa ekva-
tioner.

Inom matematikdidaktiken har en forskningsinriktning funnits atminstone de
senast 25 aren, som knyter ihop inldrning och férstielse av matematik med
forskningen kring hjirnans anatomi och funktion. Betydande resultat finns
och kan tillimpas pa undervisningen i matematik.

Som redogjorts f6r ovan har arbetsminnet en central roll inte bara vid inlir-
ning av aritmetiska kombinationer utan ocksi vid begreppsinldrning. Tva pro-
cesser for begreppsinlirning finns beskrivna i forskningen. Den ena liknar i
huvudsak Vygotskys teori om inlirning av vardagliga begrepp. Ligfrekvent
exponering for begreppet r ett karakddristiskt drag f6r denna process, som
bendmns theory revision. Forst skapar personen en begreppsprototyp, en provi-
sorisk uppfattning av begreppet. Denna kan vara oprecis och saknar vissa av
begreppets karaktiristiska egenskaper. Over tid utvecklas, preciseras och kon-
trolleras prototypen mot det fléde av senomotoriska data®”, som personen erfar
och sa sméningom svarar uppfattningen av begreppet helt mot detta flode.
Den andra processen ir verksam vid hogfrekvent exponering f6r begreppet och
bendmns rediscription. Uppfattningen av begreppet formas i detta fall i arbets-
minnet och kontrolleras mer eller mindre direkt mot det inflode av senomoto-
riska data som personen erfar. Via denna kontroll korrigeras uppfattningen
och nir utformningen avslutats fors uppfattningen av begreppet over till ling-
tidsminnet via den process som beskrivits ovan. Forst lagras uppfattningen i
hypocampus och under natten fors den alltsd 6ver till lingtidsminnet om ritt
emotioner ir forknippade med den®.

Utgéngspunkten for inlirning av ett nytt begrepp ir de tidigare begrepp vi
lart in. Inte vilka begrepp som helst, utan de begrepp som kan férknippas med
innehallsomradet. D4 vi erfar att minst en egenskap inte 6verensstimmer med
vart tidigare inldrda begrepp forstar vi att vi har att gora med ett nytt begrepp.
D4 finns tva fall. Egenskapen kan vara antingen sirskiljande eller specificerande.
Di den ir sirskiljande har vi att gora med ett helt nytt begrepp. Om den ir
specificerande ir begreppet ett specialfall av det tidigare inlirda®'.

% Data som r6r kinslor eller rérelser.

% Dixon & Bangert (2004); Dixon & Dohn (2003).
4 Dixon & Bangert (2004); Dixon & Dohn (2003).
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Exempel pa ett nytt begrepp vars egenskap kan vara sirskiljande dr begreppet
striacka som skiljer sig fran en linje genom sin begrinsning. Observera att en
stricka inte 4r en linje utan ett helt nytt begrepp. Exempel pa ett nytt begrepp
vars egenskap kan vara specificerande ir en rektangel, som ir en parallello-
gram, vars vinklar 4r lika stora. Observera att rektangeln 4r en parallellogram,
men ett specialfall. For ovrigt hinger flera begrepp ihop i kedjestrukturer och
nitverk. Fyrhdrningar ir ett exempel pa detta®.

Konsekvensen for undervisningen blir hir pataglig som ocksa patalas
i beskrivningen av begreppsférmagan i grundskolans kursplan i matematik:
anvinda och analysera matematiska begrepp och samband mellan begrepp. Just
sambanden mellan begreppen blir dirmed sirskilt viktig i undervisningen,
eftersom vi alltsd lir oss begrepp utifrin redan befintliga begrepp. Det blir d&
viktigt att forsoka f6lja begreppsstrukturerna vid undervisning av begreppen
och bygga upp forstéelse f6r dem successivt. Dessa nitverk av relationer mellan
de skolmatematiska begreppen blir dirmed ett nytt och viktigt undervisnings-
innehall.

Ominlirning 4r en besvirlig process och tar ofta lang tid, nagot vi erfor
i Lilla Edet-projektet. Lat oss se hur hjirnan fungerar i detta avseende. P
mikroniva kopplar neuroner upp i bestimda ménster i synapser. Enligt Spitzer*®
okar antalet synapser i kopplingsmonstret allteftersom personen erfar samma
monster. Om det erfarna monstret maste dndras pé grund av att det till exem-
pel inte ir helt korreke, sa kopplar andra neuroner upp sig i ett annat ménster
av synapser och under en tid finns bada ménstren parallellt. Over tid 6verges
det forsta inkorrekta ménstret da det inte kommer till anvindning och det
andra korrekta etableras allt starkare genom att fler kopplingar upprittas da
det anvinds allt oftare. Detta betyder att den tidiga matematikinlirningen ar
mycket viktig och att strukturer och ménster i hjirnan formas tidigt. Under-
visningen maste dirfor vara ytterst korrekt och bygga pa att eleverna forstar
matematiken pa avsett sitt. Varje ord en ldrare siger kan ju missuppfattas och
méste ddrfor vara vil genomtinkta. Tyvirr ser bilden av undervisningen i de
tidiga ren i grundskolan inte s positiv ut. De elevsvarigheter och blockeringar
som beskrivits i forskningen etableras oftast tidigt och beror oftast pd misstag
i undervisningen, misstag som fanns i liromedlen eller som liraren mer eller
mindre omedvetet gjort. Lirare i dessa dr i grundskolan behover mer tid och
kunskaper for att leda elevernas matematikutveckling. Mycket talar for att
matematik har en sirstillning hir. Om en elev missuppfattar ett moment och
detta blockerar fortsatt matematikutveckling far detta konsekvenser for
deskilliga ar framover. Detta syns tydligt i de djupanalyser, som gjorts, da det
visat sig att misstagen har sina rotter i den tidiga matematikundervisningen.

4 Bentley & Bentley (2011).
4 Spitzer (1996).

UTOKAD UNDERVISNINGSTID | MATEMATIK

55



56

Det som komplicerar bilden ytterligare 4r att dé ett begrepp lirs in undertycks
medvetenheten om dess egenskaper®.

Ovanstiende omstindigheter talar for att ett utékat timtal bor placeras i
forsta hand i arskurserna 1-3, men att detta miste kombineras med fortbild-
ning for dessa ldrare. Ett utokat timtal utan denna fortbildning 4r mer eller
mindre bortkastat.

I framf6rallt algebra gar undervisningen bland annat ut pa att trina och till-
dgna sig abstrakt tinkande. Det abstrakta tinkandet behdvs for att tillfullo
forstd bland annat variabelbegreppet, vilket ocksa stirker formagan att tinka
abstrakt dven i andra amnen. Denna formaga till abstrakt tinkande utvecklas
oftast sent under grundskoletiden men beror ocksé pa vad eleverna erfar
i undervisningen. Det kan da konstateras att undervisningen i algebra skulle
vinna pa om eleverna via sin biologiska utveckling hade storre disponibilitet
att utvecklat sitt abstrakta tinkande. Grovt riknat brukar detta ske vid ungefir
tolv ars alder. Det rader ingen tvekan om att svenska elevers kunskaper i algebra
behover forstirkas utifran resultaten av bland annat TIMSS 2007, som redo-
visats ovan. Aven den forstirkning av algebraundervisningen som kan bli folj-
den av en utdkad undervisningstid i tidigare &r behovs troligen for att eleverna
skall na godtagbara resultat. Mot denna bakgrund foreslis att en av de utokade
timmarna liggs i arskurs 9 dé elevernas abstrakta tinkande troligen hunnit ut-
vecklats bittre bade via den biologiska utvecklingen och via erfarenheter.
Detta skulle kunna ge frutsittningar till en effektivare undervisning i algebra.
Givetvis krivs dven for dessa berorda lirargrupper en speciellt inriktad fort-
bildning rérande centrala avsnitt i algebran dir framforallt missuppfattningar
om variabelbegreppets betydelse stir i fokus.

“ Snyder, Bossomaier & Mitchell (2002).
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En avgdrande faktor for att utokningen av undervisningstiden i matematik

i grundskolan skall bli effektiv ar att lirarna fortbildas, speciellt om vanliga
misstag som eleverna gor och som kan blockera fortsatt lirande. Placeringen av
den utokade tiden kan dock ses ur olika perspektiv. Ur ett elevperspektiv borde
okningen hamna huvudsakligen tidigt i grundskolan. Detta analyseras

i forsta avsnittet. I andra avsnittet anldggs ett rittviseperspektiv innebdrande
att alla elever skall fa del av timékningen si snart som méjligt. I det tredje av-
snittet analyseras placeringen av 6kningen ur ett forskningsperspektiv. Speciell
uppmirksamhet riktas mot vilka problem som kan paverka elevernas matema-
tikutveckling. Vilken betydelse tillgdngen pé behoriga lirare kan ha for att
reformen skall bli lyckad beskrivs i avsnitt fyra. Betydelsen av en effektiv och
kvalitativt hogtstiende lirarutbildning kan inte underskattas. Rekryteringen
till lararutbildningen kan da underlittas om studenterna har fatt en forbittrad
matematikundervisning i grundskolan. Detta analyseras i avsnitt fem.

Ur ett elevperspektiv bor 6kningen av undervisningstiden fi genomslag sé fort
som mojligt i grundskolan. Om timmarna utdkas i de tidiga dren i grundskolan
sd kan det ta en sju, atta ar innan dessa elever nar gymnasieskolan och dnnu
lingre till att elever kommer in pd hogre utbildning eller ut i yrkeslivet. Slut-
satsen utifrdn detta perspektiv blir dd att timmarna bor liggas sa sent som
mojligt i grundskolan, effekten blir da snabbare och eleverna kommer mycket
snabbare in i exempelvis ldrarutbildning. Skillnaden kan vara kanske sju eller
dtta ar.

Mot ovanstiende talar det faktum att problemen som eleverna uppvisar mer
eller mindre uteslutande uppstitt tidigt i grundskolan. Om de inte atgirdas ti-
digt kommer det att vara betydligt svirare for att inte siga oméjligt att gora
detta sa sent som under héogstadietiden. En hel del talar alltsi for att en senare-
liggning inte alls blir lika effektiv som en satsning p de tidiga ren. Aven eta-
blerandet av férindrade belief system talar for en tidig placering av utokningen
eftersom dessa system formas tidigt dé eleverna erfar matematikimnet i grund-
skolan. Skall matematik bli ndgot annat dn procedurer och eleverna fi mer for-
staelse i matematik si bor 6kningen hamna tidigt, gdrna med nigon timme re-
dan i arskurs ett.

Ett annat forhallande fortjdnar ocksa act papekas. Skall den nya kursplanen
med undervisningens syfte och férmégor kunna genomféras kriver detta ett
foriandrat belief system hos eleverna. De maste uppfatta matematiken pa ett
annat sitt med fokus pa begrepp, resonemang och kommunikation. En forut-
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sittning for att detta skall kunna ske ér att de ldrare som undervisar eleverna
ocksa har ett forindrat belief system sa att de kan paverka elevernas syn pa vad
matematik 4r.

Alla elever behover fi samma totala undervisningstid i grundskolan sa fort som
mojligt. Om nagra timmar liggs tidigt gar de elever, som gir i de sena aren
miste om denna 6kning. De hinner gi ut grundskolan utan denna 6kning.
Dirfor bor den ldggas i de sena aren i grundskolan, egentligen bist i drskurs
nio. D4 fir alla elever del av samma tidsokning i matematikundervisningen.
Ur ett rittviseperspektiv bor alla elever fA samma antal timmar i matematik si
fort som méjligt. Detta uppnis alltsa om 6kningen placeras i arskurs nio.

Ur ett effektivitetsperspektiv blir inte detta nagon optimal 16sning eftersom
problemen uppstar tidigt och dirfor maste upptickas och atgirdas tidigt. Ett
forindrat belief system dr mycket svarare att uppna senare i grundskolan 4n
i de tidigare dren. Flera skil talar for att ett fordndrat synsitt pd matematiken
dr att foredra for att den nya kursplanen skall kunna genomféras.

Det bista hade forstas varit om fler timmar 4n tre skulle kunna anvindas
under en uppbyggnadsperiod. D4 hade de kunnat placeras sa att alla elever fick
samma antal timmar under sin grundskoletid. Mot detta talar tillgangen pa
utbildade ldrare. Historien om vad som hinde nir man i staten Kalifornien
beslutade om mindre klasser och pa kort tid skulle genomféra denna reform.
Det visade sig att tillgingen pd behoriga larare inte var tillrickligt stor och att
man dérfor fick anstilla flertalet obehoriga lirare. Dessa lirare kunde inte uppe-
halla den kompetenta niva i undervisningen som de behériga kunde och f6lj-
den blev att elevprestationerna istillet forsimrades. Man fick avbryta reform-
genomforande och planera mer pa lang sikt sd att lirarutbildningen hann med
att utbilda tillrickligt manga behériga lirare. Vi talar d2 om tidsrymder pa mer
in fem ar. D4 fungerade atgirden och elevprestationerna forbittrades patagligt.

Eleverna behéver si tidigt som majligt fa en utékad undervisningstid s att
inga onodiga misstag uppstir och att talfakta utvecklas i och med utgingen av
ar tre. Storst effekt uppnéds om utdkningen liggs sd tidigt som mojligt och pay
off kan ocksa erhéllas under ling tid, resten av grundskolan. Bittre start i sko-
lan gor att eleverna tilldgnar sig senare undervisning betydligt béttre. Enligt
forskningen blir ocksa elevers upplevelse av skolan mer positiv. Flera olika
undervisningsproblem kan tidigt paverka elevernas matematikutveckling. Det
forsta problemet rér fordrojd aritmetisk utveckling och upptrider mycket
tidigt i grundskolan kanske redan i forskoleklassen, ett problem som beskrivits
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tidigare. Inkorreke tillimpning av tankeled eller berdkningsstrategier kan till-
sammans med +1-felet blockera att talfakta utvecklas hos eleverna. Speciellt
+1-felet kan uppsta tidigt, ofta under de tvd forsta aren. Elevers belief system
etableras ocksa tidigt och begrinsar litt vad eleverna uppfattar att matematik
ir och vad som virderas som matematik. Traditionellt finns ett
berikningsfokus i den svenska skolan, ett fokus som inte sa ldtt later sig dndras.
Skall detta f6rindras si att begreppsforstielse, resonemang och kommunika-
tion inkluderas méste detta ske tidigt redan i arskurs ett. Detta sker inte utan
vidare utan lirarna méste ha en omfattande fortbildning sé att de ocksa upp-
fattar matematik pa ett mer vidgat sitt. Lirare for drskurserna 1-3 bor alltsd fa
fortur till den planerade fortbildningen.

Tillgingen pé behoriga larare i matematik i grundskolans senare del verkar de
kommande dren bli ganska knapp med tanke pa att rekryteringen till lirarut-
bildningen ligger pa en forhallandevis lag nivé, speciellt giller detta lirare pa
hégstadiet. Som det verkar i skrivandets stund kommer de imneslirare som
utbildar sig med inriktning mot gymnasieskolan att bli behoriga att undervisa
i grundskolan ocksa. Eftersom dessa ldrare liser matematikdidaktik, som ror
undervisningen i gymnasieskolan, medan de undervisningsproblem, som finns
i grundskolan etableras tidigt, si saknar de i allminhet kunskaper om dessa
problem. De undervisningsproblem som behéver tacklas i gymnasieskolan ar
mer 4n tillrickliga enligt vad som framkommit av djupanalysen av TIMSS
Advanced 2008 och 1995, utan att de ocksé skall lsa problemen i grundskolan.
Om okningen av timtalet i grundskolan placeras uteslutande pa hogstadiet 4r
alltsd risken att tillgingen pa lirare 4r for knapp och att outbildade vikarier dir-
for maste tillsittas. Ett sddant forhallande riskerar att férsimra resultaten och
elevernas prestationer, dé lirarkompetensen ir den faktor som har storst
betydelse for utvecklingen av elevernas prestationer.

Egentligen skulle, om man bortsig frin problemens beskaffenhet, det vara
bittre att ligga okningen dir det finns ledig och behorig lirarkapacitet. Detta
skulle innebira att olika kommuner skulle ha olika timplan, vilket givetvis
skulle forsvéra for forlagen och for forfattarna av matematikbdcker. En
sammanvigning av olika faktorer fran ovanstdende resonemang pekar dérfor
mot att nigon timme av 6kningen bor placeras pa grundskolans senare del
medan tvd timmar med fordel kan placeras tidigt dir tillgingen pa ldrare ar
mer oproblematisk.
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Fortbildning ar en mycket kostsam process for att forbittra elevernas presta-
tioner i matematik. Det ér givetvis bdttre att i grundutbildningen av lirare
inkludera de moment och kunskaper som dagens lirare huvudsakligen saknar.
Problemet ér givetvis storre dn si. Man kan inte forutsitta att de lirarutbildare
som skall svara f6r denna fortbildning har de kunskaper rérande forskningen
som krivs for en effektiv grundutbildning. Universitetskanslerns granskning av
lirositenas kompetens ir ett steg i ritt riktning. I Sverige finns fa forskare som
dgnar sig at forskning inom detta imnesdidaktiska omrade. Skall fortbildningen
och grundutbildningen bli effektiv bor experter anlitas som via webben ger £6-
reldsningar inom sina specialomraden.

Det handlar ocksi om vilka krav pa kunnande som finns inom respektive
lirarutbildningsenhet. Om forskare vid lirarutbildningen i4r vil medvetna om
kraven som stills pa ldrare, kan ocksi adekvata krav stillas pa lirarstudenterna
och pi sé sitt kan ldrarutbildningen bidra till att forbattra matematikundervis-
ningen.

Aven rekryteringen av lirarstuderande har stor betydelse. Ju bittre forkun-
skaper och kunnande i matematik de har med sig in i ldrarutbildningen desto
storre dr chanserna att de tillignar sig sin utbildning effektivt. Detta talar for
att vi behover lararstuderande som har si bra matematikutbildning som méj-
ligt s& snabbt som mgjligt. Vi kan da fa bittre utbildade lirare i matematik,
som kan bli verksamma i grundskolan och bidra till férbéttringen snabbare.

Om det utdkade timtalet placeras tidigt i grundskolans arskurser s kan det
ta atta ar innan de studerande bérjar i gymnasieskolan och ytterligare fyra eller
fem ar i ldrarutbildningen innan de kan tjanstgdra som lirare, en tidrymd om
femton till sexton ér i bista fall. Detta verkar langt ifrn tillfredsstillande. En
annan attraktiv l6sning skulle kunna vara att géra liraryrket mer attraktivt och
didrmed kunna rekrytera studerande med bittre forkunskaper.

Om timmarna liggs relativt sent i grundskolan i arskurs atta eller nio s behdvs
sammanlagt cirka tio r innan dessa elever har genomgitt lirarutbildningen och
kan tjinstgora i grundskolan. Denna skillnad pa fem eller sex ar dr givetvis inte
avgdrande men kan behéva beakeas till viss del. Detta talar ocksd for att ndgon del
av utdkningen behdver placeras sent i grundskolan, girna i dren étta eller nio.

En snabbare vig att g dr att hoja intrideskraven fér matematiklirarutbild-
ningen och f6rlinga den. Till en bérjan skulle rekryteringen inte bli s bra men
efterhand har det visat sig att sidana hojningar av intrideskraven kan ha en
rekryteringsbefrimjande effeke.

Det ir ocksa méjligt for regeringen att 6verviga inférandet av ett forberedande
utbildningsar eller forberedande termin i hogskolorna och universiteten, en
utbildning som forliggs till hogskolorna och som forbereder studenterna for
de fortsatta studier som de valt. Troligen ett kostsamt f6rslag ur ett kort tids-
perspektiv men inte ur ett lingre.
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Utifran ovanstiende analyser och utifran forskningsoversikten med beskrivna
konsekvenser kan en huvudslutsats och en alternativ slutsats dras. De argu-
ment, som talar for att placera tvd timmar i arskurserna 1-3 och en timme i
arskurs 8 eller 9, ror de misstag som forekommer frekvent i Sverige och som
visar sig ha sina rotter i de tidiga dren i grundskolan.

De férhillanden som lyfts fram nedan ér inte négra smé misstag eller baga-
teller i sammanhanget utan allvarliga misstag som har avgérande betydelse for
elevernas matematikutveckling. Den férdrojda aritmetiska utvecklingen och
parallellt med detta, problem med utvecklingen av talbegreppet och flera pro-
blem, som utgdr hinder for utveckling av talfakta utgér svérigheter for eleverna
och etableras tidigt. Dessa hinder kan i sig vara blockerande misstag, misstag
som alltsa kan stoppa den fortsatta matematikutvecklingen for eleven. Aven
overgeneraliseringar kan etableras under de tidiga dren i grundskolan och f6r-
svara elevernas fortsatta lirande i matematik. Lirares belief system kan inrikta
matematikundervisningen mot ett procedurellt innehall. Lirares belief system
overfors framforalle i tidig dlder till eleverna. Detta tenderar sedan att styra
undervisningen och elevernas uppmirksamhet mot vad som de da uppfattar som
matematik under resten av deras skoltid. Dessa belief systems som elever har
i dagens grundskola méste bli annorlunda om kursplanens samtliga fsrmégor
skall fi sin ritemitiga plats i undervisningen. Detta faktum utgdr ocksa ett
argument for att placera en storre del av okningen av undervisningstiden tidigt
i grundskolan.

For det andra talar den biologiska utveckling, som spelar stor roll for det
abstrakta tinkandet, for att nagon timme placeras i arskurs 8 eller 9. Svenska
elevers prestationer i algebra behover patagligt forbittras, vilket dr ett argument
for en sen placering av nigon timme.

En andra alternativ placering skulle vara att timmarna férdelas mer jimnt
over aren. Det som talar for att ndgon timme skulle placeras i drskurs 4 till 6 4r
4 ena sidan att negativa hela tal skall borja undervisas under dessa ar enligt den
nya kursplanen i matematik. Hela tal 4r ett avsnitt som ofta vallar elever
problem. Aven tal i brakform, vilka ocksa de ir rationella tal far sin tonvike
i undervisningen under dessa ar. Dessa forhallanden talar for en utékning dir.
A andra sidan har eleverna i och med ékningen under de tidiga aren klarat av
firdighetstriningen i aritmetik och 4ven de frekventa misstagen kan vara
dtgirdade. Det senare argumentet gor de bida alternativen i det nirmaste lik-
virdiga. Mojligen finns fortfarande en évervike for att placera tva timmar
i drskurserna 1-3 och en timme i arskurs 8 eller 9.
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Regeringen har lagt ett férslag om att 6ka den garanterade undervisningstiden
i matematik i grundskolan och motsvarande skolformer med 120 timmar.
Skolverket har dirf6r fatt i uppdrag av regeringen att kartligga och analysera
hur en 6kning av undervisningstiden bist kan anvindas, for att i s stor ut-
strackning som mojligt stirka elevernas matematikkunskaper. Syftet med den
hir rapporten ir att presentera ett brett underlag for att gora det mojligt att
bedéma detta. Till grund for rapporten ligger internationella och nationella
utvirderingar, relevant forskning samt svaren pa en enkit som skickats ut

i samband med rapporten.

Rapporten bestér av flera delar. Den inleds med en kartliggning av interna-
tionella och nationella granskningar och utvirderingar av matematikunder-
visningen. Fokus ligger pa liromedlets och kommunikationens betydelse i
undervisningen. I ett sdrskilt avsnitt i anslutning till detta presenteras ett antal
utvirderingar av Skolverkets stora matematiksatsning som pagick under dren
2009-2011. Direfter foljer en kartliggning av forskning som har undersokt
hur styrdokumenten i matematik omsitts i den konkreta undervisningspraktiken.
I den sista delen av kartliggningen problematiseras fragan om tiden och tids-
anvindningen i amnet.

Kartldggningen foljs av en sammanstillning av en enkit som skickats ut till
matematikutvecklare och rektorer med syfte att samla in information om hur
de anser att den utékade undervisningstiden bist bér anvindas.

Efter presentationen av kartliggningen och enkiten avslutas rapporten med
slutsatser och forslag angiende med vilket fokus och i vilka drskurser de 120 tim-
marna bor placeras.
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2. Internationella och nationella
granskningar av matematikundervisningen

I det hir avsnittet presenteras erfarenheter frin internationella och nationella
granskningar av den svenska skolmatematikens situation. De granskningar
som lyfts fram har haft som fokus att jimféra och analysera kunskapsresultaten
i dmnet. I den hir texten ligger granskningarna till grund for att synliggora
matematikundervisningens utvecklingsbehov.

Internationella studier

Matematikresultaten i svenska skolor har sjunkit under flera decennier. Mellan
dren 1995 och 2003 pévisades en mycket negativ utveckling, som direfter har
fortsatt i ndgot lingsammare takt.

TIMSS (Trends in international mathematics and science study) ir en IEA-
studie! som kartldgger trender i hur elever presterar i matematik och natur-
vetenskap. I TIMSS 2003* dir elever i drskurs 8 deltog, pavisas att Sverige har
forhallandevis lite undervisningstid i matematik, 900 timmar. I en jimf6relse
mellan 28 europeiska linder 4r undervisningstiden i medeltal 1 065 timmar’ .
Spridningen ir stor bland linderna, frin 705 timmar i Bulgarien till 1 657
timmar i Portugal. Sverige hamnar med sina 900 timmar pa 23:e plats. Med
en okning till de planerade 1 020 undervisningstimmarna hamnar Sverige
fortfarande under medeltalet, som d4 blir 1 069 timmar®.

Det ir vanligare i Sverige 4n i den sa kallade 20-landsgruppen’ att eleverna
arbetar enskilt under lirarens handledning i matematik, och att liraren inte
har lingre genomgingar. Laxor och prov ir ocksa mindre vanligt forekommande
i Sverige. En viktig slutsats som dras i TIMSS 2003 ir att det finns ett starke
behov av en gemensam forstaelse av den nationella kursplanen i matematik
bland lirarkiren, med mélet att héja undervisningskvaliteten i matematik.

PISA (Programme for international student assessment) ir ett OECD-pro-
jekt som undersoker hur utbildningssystemen i olika linder rustar femton-
dringar att mota framtiden. Mélet med granskningen av just matematik 4r att
utvirdera elevernas formdga att integrera och tillimpa matematiska kunskaper
och firdigheter i en mingd olika realistiska situationer. Det som stér i fokus
i PISA innebir en férskjutning i synen pa matematik — frin att se matematik

IEA star for International Association for the Evaluation of Educational Achievement.
Skolverket (2004c).

European Commission, EACEA (2012).

Se bilaga i denna rapport.

De linder som tillhér EU eller OECD.

L
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som en samling begrepp och firdigheter att bemistra till att forstd matematik
som en meningsfull problemldsande aktivitet. I PISA 2003° pévisas att de
svenska eleverna har ett intresse for och en god och realistisk sjilvuppfattning
i matematik. De svenska eleverna anser dven att deras lirare stoder dem i lirandet
i storre utstrickning in OECD-eleverna i genomsnitt. Dock konstateras en
okning av skillnader i prestationer mellan skolor och mellan enskilda elever,
jamfore med tidigare PISA-studier. I PISA 2003 syns dven tecken pd att den
sociala bakgrunden fatt en allt storre betydelse for svenska elevers resultat

i matematik.

I TIMSS 20077 deltog forutom elever i arskurs 8 for forsta gingen dven
elever i drskurs 4. Resultaten av undersékningen indikerar att det dgnas mindre
tid 4t matematik i den svenska skolan jimfort med i manga andra linder, och
att detta framfor allt giller i drskurs 4. Den svenska matematikundervisningen
tycks ocksa i stor utstrickning domineras av enskilt arbete i liroboken. De tyd-
liggjorda problemomradena i matematik som lyfts fram i denna unders6kning
ir taluppfattning, aritmetik och geometri.

Skolinspektionen har i uppdrag att utéva tillsyn Gver det offentliga skolvisendet.
Ar 2009 redovisades en granskning av undervisningen i matematik®. Skolin-
spektionens arbete handlade i det hir sammanhanget om att pé ett dvergripande
plan granska skolhuvudminnens och skolornas insatser for att 6ka mélupp-
fyllelsen och forbittra studieresultaten i amnet matematik i grundskolan. Gransk-
ningen fokuserade pa hur lirandemiljon stimulerade eleverna att utveckla de
kompetenser som angavs i den davarande kursplanen i matematik.

En huvudslutsats som drogs i granskningen var att ménga elever inte fir den
undervisning som de har ritt till beroende pa att fa ldrare har tillricklig kun-
skap om malen i kursplanen och ldroplanen. I intervjuerna framkom ocksa att
manga ldrare sjilva upplevde att de inte hade tillrickliga kunskaper om kurs-
planen i matematik. Kursplanen verkade dirmed ha en svag eller obefintlig
ledning och styrning f6r ldrarna.

En annan slutsats som drogs i granskningen var att matematikundervisningen
var mer inriktad mot kursplanens innehéllsmoment 4n mot elevernas mojlig-
heter att utveckla de centrala matematiska forméagorna. I rapporten hivdades
att eleverna endast fick undervisning i begrinsade delar av amnet, och att de
didrmed inte gavs forutsittningar att utveckla olika forméagor sisom problem-
16sning, att se samband, resonera och kommunicera. Dessutom var lirarnas

¢ Skolverket (2004b).
7 Skolverket (2008).
8 Skolinspektionen (2009).
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undervisning inte tillrickligt varierad och anpassad for att méta olika elevers
behov och forutsittningar. En rekommendation fran Skolinspektionen var att
lirarna i hogre grad utarbetade och anvinde arbetssitt som gav alla elever maj-
ligheter att utvecklas.

Ytterligare ndgot som pavisades i granskningen var att undervisningen var
starkt liromedelsstyrd. Detta ledde till att eleverna gavs begrinsade majligheter
att utveckla sin férméga till problemlésning, att anvinda logiska resonemang
samt att sitta in matematiska problem i sitt sammanhang.

Skolverkets lagesbeddmningar

Skolverket har varje ar i uppdrag frin regeringen att gora en samlad bedém-
ning av den aktuella verksamheten och utvecklingen inom forskolan, skolan
och vuxenutbildningen. Dessa bedémningar publiceras som si kallade liges-
bedémningar. Bedémningarna utgér fran forskning, utvirderingar och rap-
porter, med relevans for bland annat den svenska grundskolans matematik-
undervisning. Hir nedan presenteras resultaten av de tre senaste beddmningarna
fran ar 2009, 2010 och 2011, med fokus pa grundskolans matematikunder-
visning.

I ligesbeddmningen 2009? analyseras matematikresultaten for elever under
de tidiga drskurserna, och hir tydliggors att felaktiga strategier 6vas in och be-
fasts under dessa skolar. Ligesbeddmningen visar ocksa att det ar generellt allt
firre elever i Sverige som nar malen i matematik. I bedomningen konstateras
att elevernas svirigheter kan knytas till undervisningens inriktning pa berik-
ningar utan begreppslig forstaelse. Matematikundervisningen priglas i stor
utstrickning av procedurinriktat eget arbete. Ytterligare perspektiv pa under-
visningssituationen som ges i ligesbedémningen ir att tidsbortfallet 4r stort
i undervisningen, till exempel pa grund av studie- och temadagar.

I lagesbeddmningen 2010 lyfts, med TIMSS Advanced 2008'!, som un-
derlag, fram att elevernas matematikkunskaper fran grundskolan inte 4r till-
rickliga. Bristerna syns framf6r allt inom omradet algebra, och bedémningen
konstaterar att undervisningen i alltfor stor utstrickning 4r procedurinriktad.
Man hinvisar till tidigare undersokningar av grundskolans matematikunder-
visning som har synliggjort att undervisningen ofta bestér av liroboksstyrt eget
arbete. De slutsatser som dras i ligesbeddmningen ir att eleverna maste f till-
fille att diskutera matematik med sin lirare och sina klasskamrater. Gemensam
reflektion och gemensamma diskussioner méste finnas i hgre utstrickning.
Det handlar med andra ord om att undervisningen behéver utvecklas for att
stirka matematikkunskaperna.

®  Skolverket (2010a).
10 Skolverket (2011a).
11 Publicerad i Skolverket (2009).
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I ligesbeddmningen 2011'* star frigan om elevers olika behov i fokus.
Rapporten hivdar att for att utveckla skolan och héja utbildningens kvalitet
behover elevernas resultat sammanstillas och analyseras i relation till skolans
verksamhet och de arbetssitt som férekommer i undervisningen. Ett anmirk-
ningsvirt resultat i en attitydundersokning som Skolverket genomfort med
2000 ldrare ir att det skolorna lyckats med i minst utstrickning ar att ge stimu-
lans dill sirskilt duktiga elever och att ge sirskilt stod till elever i svarigheter. En
viktig fraga som lyfts fram i ligesbeddmningen fran 2011 handlar om betydelsen
av att férbitera lirarnas méjlighet till professionell utveckling i den dagliga
skolverksamheten. Kollegialt lirande lyfts i bedémningen fram som ett arbets-
sitt som mojliggor gemensamma reflektioner 6ver undervisningen och lirandet
i matematik.

Internationella undersékningar av matematikundervisningen i olika linder
visar att svenska elever till 6vervigande del arbetar enskilt, och att undervis-
ningen i stor utstrickning styrs av liromedlet. Skillnader i prestationer mellan
skolor och mellan enskilda elever har 6kat dver tid, och det dgnas i internatio-
nell jimforelse forhéillandevis lite undervisningstid it matematik i Sverige.

Nationella granskningar av matematikundervisningen konstaterar att kurs-
planen i matematik har en svag styrning i undervisningsverksamheten, och att
elevernas svirigheter kan knytas till undervisningens inriktning pé berikningar
utan begreppslig forstaelse. Matematikundervisningen priglas i stor utstrick-
ning av procedurinriktat och liroboksstyrt eget arbete. De slutsatser som lyfts
fram i olika granskningar hivdar att eleverna maste fa aterkommande tillfillen
att diskutera matematik med sin lirare och sina klasskamrater. Vidare behover
gemensam reflektion och gemensamma diskussioner forekomma i hogre
utstrickning, bide i klassrumsarbetet och kollegor emellan.

12 Skolverket (2012).
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I foregiende avsnitt presenterades nagra aspekter av undervisningen i matematik
som lyfts fram som utvecklingsomréiden i nationella och internationella
granskningar av damnet. I det hir avsnittet diskuteras tva av dessa aspekter nir-
mare, nimligen liromedlets roll och betydelsen av kommunikation i undervis-
ningen. [ slutet presenteras ett antal utvirderingar av Skolverkets matematik-
satsning som genomfordes under dren 2009-2011. Syftet med att lyfta fram
dessa utvirderingar hir ir att ge exempel pa hur god matematikundervisning

i grundskolan kan se ut for att pa sa sitt ge fler skolor och lirare mojligheter
att utveckla och hoja undervisningskvaliteten.

I TIMSS 2007" framgar att nistan alla elever i drskurserna 4 och 8 (93 respek-
tive 95 % av eleverna) har ldrare som uppger att de anvinder liroboken som
huvudsaklig grund for lektionerna i matematik. Dessutom konstateras

i studien att svenska elever under en stor del av undervisningstiden arbetar
enskilt. Kombinationen av en liroboksstyrd undervisning med fokus pé enskilt
arbete tecknar bilden av att det under svenska matematiklektioner pagir mycket
enskilt riknande i bocker. En sddan undervisning medfor att ldroplanen, kurs-
planen och ldraren fir en underordnad roll. Det medfor ocksd att den matema-
tiska kunskap som utvecklas i klassrummet dr paverkad och styrd av bokens
innehall och uppbyggnad.

Liroboken ir endast ett verktyg bland manga andra i matematikundervis-
ningen menar Monica Johansson'* i sin avhandling. Hon hivdar att liraren
miste vara medveten om bokens tillgangar och begrinsningar nir hon anvinder
den. Ingen ifragasitter vil att liroboken kan underlitta en lirares vardag, men
den kan ocksd utgora en onodig begrinsning nir den styr f6r mycket. Den kan
i simsta fall gora ldraren allefor last och hindra en mer 6ppen och variationsrik
undervisning. I avhandlingen underséker Johansson lirobokens styrande roll
ur olika perspektiv. Det handlar bide om vad boken erbjuder och om liroboken
i forhéllande till styrdokumenten. Det viktigaste resultatet av hennes studier ir
att liroboken styr betydligt mycket mer 4n vad man kan tro. Johansson argu-
menterar for att lirare bor friga sig vad boken kan tillfora, och vad som i stillet
miste tas in frin annat héll. Det innebir att fundera 6ver och problematisera
vilket verktyg matematikboken utgér. I Johanssons sammanliggningsavhand-
ling, som bestar av fyra artiklar, pavisas i den tredje artikeln att tv av de tre

13 Skolverket (2008).
14" Johansson (2006).
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lararna som deltog i studien trots goda didaktiska och matematiska kunskaper
inda styrdes av liroboken. Detta kan vara ett tecken pa att det inte bara handlar
om en osikerhetsfriga fér nyblivna lirare, utan nigot som kan réra storre delar
av ldrarkéren.

I en rapport® frin Nationellt centrum f6r matematikutbildning (NCM)
och Umed forskningscentrum for matematikdidaktik (UFM), synliggdrs
brister i liromedlen i matematik nir det kommer till kompetensmalen i den
dévarande kursplanen i matematik (Lpo 94)'°.

Den vanligaste uppgiftstypen i liromedlen ir att utga fran en given regel
eller ett 16st exempel och direfter anvinda en algoritm — utan att behéva aki-
vera, anvinda eller trina pa fler kompetenser. En slutsats som dras utifrin
detta ir att lirobdckerna ir skevt fokuserade pd procedurhantering. Man kan
emellertid se en skillnad mellan arskurserna. De uppgifter som eleverna arbetar
med under arskurserna 1-3 innehéller generellt sett fler kompetensaktiviteter
in i hogre arskurser. Ett exempel dr anvindningen av resonemangskompetens
som forekommer i drskurserna 1-3 (47 % av uppgifterna i det undersokta l4-
romedlet), arskurserna 4-6 (15 % av uppgifterna i det undersokta liromedlet)
och i drskurserna 7-9 (24 % av uppgifterna i det undersokra liromedlet).

De internationella och nationella utvirderingar av matematikundervisningen
som presenterades i foregaende avsnitt lyfte fram bristen pa kommunikation

i klassrummet som en bidragande orsak till minskad méluppfyllelse i matema-
tik. Har nedan presenteras dirfor resultaten av nagra studier som har fokuserat
pa just kommunikationen i matematikundervisningen.

Bjorklund Boistrup

Bjérklund Boistrups avhandling'” handlar om klassrumsbedémning, en aspekt
som paverkar elevers engagemang och lirande i bland annat matematik. I fokus
for avhandlingen stir kommunikationen mellan lirare och elever i matematik-
klassrummet. I avhandlingen beskrivs hur ett generellt fokus pé processer

i undervisningen erbjuder rika méjligheter for elevers lirande i matematik.
Nir bedomningshandlingarna har detta processfokus visar Bjorklund Boistrup

5 NCM/UEM (2009).

NCM anvinder, liksom forskningen, uttrycket kompetensmal. Kompetensmélen 4r de mal

i liroplanen som beskriver de matematiska kompetenser som eleverna ska ges mojlighet att
utveckla i undervisningen, till exempel férmédgan att fora resonemang eller 16sa problem. Nir
man talar om Lgr 11 anvinds i stillet uttrycket de matematiska férmagorna i de lingsiktiga
milen. Av tydlighetsskil anvinds fortsittningsvis framfor allt uttrycken matematiska kompe-
tenser och kompetensmél i den hir rapporten. Nir det specifikt handlar om den nya kurspla-
nen i matematik anvinds dock ibland uttrycket matematiska formagor.

17 Bjorklund Boistrup (2010).
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att mojligheterna for elevernas lirande 6kar, med avseende pé hur de hanterar
och tillimpar matematiska begrepp och metoder, samt deras f6rméga till kri-
tisk reflektion 6ver de matematiska tillimpningarna. Resultaten i avhandlingen
visar ockséd pa betydelsen av 6ppna fragor. Forfattaren menar att 6ppna fragor
behévs for att undervisningen ska kunna fokusera pa processer saisom under-
sokning och problemldsning, resonerande och argumenterande.

I de studerade klassrummen urskiljde Bjérklund Boistrup fyra undervis-
ningssitt eller undervisningsstilar. Tvd av dessa stilar ska sarskilt nimnas hir
eftersom de har relevans fér den hir rapporten. De tva stilarna 4r ate 1) allt kan
tas som utgangspunke for en diskussion samt 2) att resonemang tar tid. I den
forra undervisningsstilen stir de matematiska processerna i fokus och likasa
semiotiska inslag sdsom ritande, férklarande gester och sprak. De frigor som
stalls dr till 6vervidgande del 6ppna till sin karakeir. Den senare undervisnings-
stilen, som betonar att resonemang tar tid, 4r en stil som fokuserar pd matema-
tiska processer som problemlésning och resonerande. Hir dr bade eleven och
liraren mycket aktiva i samtalet, som tillats ta tid.

En huvudsaklig slutsats i avhandlingen ir att sittet som liraren forhaller sig
till bedomning leder till olika méjligheter for elevens sjilvstindighet och
lirande. Att bide eleven och liraren ir aktiva i undervisningssamtalet 4r av stor
vikt f6r ett matematikldrande ddr processen stir i centrum.

Emanuelsson

Emanuelsson kombinerar tva intressen i sitt avhandlingsarbete®. Dels intresset
for att studera lirandet, sirskilt ldrarens lirande, dels intresset for att under-
soka vad ldraren riktar sin uppmirksamhet mot i undervisningen. Han menar
att det i klassrumsinteraktionen skapas ett rum for lirande, som potentiellt ar
oppet for bade elevers och lirares erfarande.

Nigra begrepp som beskriver vad som hinder i denna interaktion ir de vil-
kinda begreppen lotsning och scaffolding. Emanuelsson tillfor dven ytterligare
ett begrepp som han bendmner Jssnande. Tre kvalitativt olika perspektiv pa
lyssnande beskrivs i avhandlingen. Det ir det uzvirderande, det tolkande och
det hermeneutiska lyssnandet.

Nir interaktionen har som mal att liraren vill ha ett specifikt svar handlar
det om det utvirderande lyssnandet. Liraren ansvarar i detta fall for utveck-
lingen av undervisningstillfillet, och det bedoms bara som verkningsfullt om
eleven f6rmér avge ritt svar pd frigan. Nir fragan i stillet ar sidan att liraren
inte pa ett enkelt sdtt kan forutse elevens svar handlar det om det tolkande
lyssnandet. Interaktionen ger hir eleven mojligheter att motivera, utveckla och

18 Emanuelsson (2001).
¥ Scaffolding kan beskrivas som jagstottning eller byggnadsstillning.
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forklara sitt svar pé frigan. Malet ir att elevens meningsskapande ska goras
begripligt, men trots detta sa paverkar inte elevens svar undervisningstillfillets
fortsatta utveckling. Det hermeneutiska lyssnandet paminner om det tolkande
lyssnandet i och med att det fokuserar pé elevens sitt att forstd, men nu far
eleven dven utrymme att presentera fler mojliga losningar pa problemet.
Elevens forforstéelse blir pé si sitt ett innehdll i undervisningssituationen,
vilket paverkar lektionens vidare utveckling.

Emanuelsson menar att det visentliga inte 4r hur en fraga ir formulerad.
Det viktiga ir i stillet hur fragan besvaras av eleverna, och hur liraren tar hand
om innehallet i deras svar. Emanuelsson beskriver vad han kallar versikaliserande
och horisontaliserande frigor. En vertikaliserande friga 4r nir lirandets objekt
forflyttas fran innehéllet (stoffzonen) till lirandet (den konceptuella zonen).
Det innebir att vertikaliserande frigor 6ppnar for en analys av stoffet, eller en
generalisering av flera stoff, till en gemensam princip eller férklaringsmodell.
Fragorna 6ppnar med andra ord for en fordjupning av innehéllet mot mer
generellt giltiga, djupare, mer fullstindiga eller mer inkluderande sitt att forsta.
De horisontaliserande fragorna innebir att objektets inramning skiftar till f5ljd
av en friga. Exempelvis si kan en matematisk modell, som tidigare behandlats
i undervisningen, genom en fraga forflyttas till ett annat sammanhang. En
sadan friga 6ppnar for en breddning av innehallet, och den ger eleverna forut-
sdttningar att utveckla bade sin resonemangs- och kommunikationsférméga.

Persson

Persson* undersoker vad som sker under matematiklektioner. Hon har un-
der fyra ar foljt 16 informanter fran lirarstudenter till firdiga verksamma li-
rare. Studierna bestdr av dterkommande intervjuer samt deltagande klass-
rumsobservationer. I sina studier konstaterar Persson att nira hilften av
undervisningstiden vid observationstillfillena utgérs av genomgangar och
gemensamma samtal mellan liraren och eleverna, vilket dr anmirkningsvirt
och glidjande.

I den teoretiska bakgrunden till studien beskrivs olika kommunikationsfor-
mer och kommunikationsméonster i undervisningssituationen. Utgangspunkten
ir ett designteoretiskt perspektiv?! dir man utgar frin tecken pa lirande.

I minniskans interaktion med andra disponerar hon ett nitverk av tecken och
teckensystem, som har viktiga bide sociala och kognitiva funktioner. Sprakets
betydelse 4r centralt i lirandeprocessen och det synliggors i studien som en
meningsskapande princip, dir det i lirandesammanhang handlar om att forma
kommunikativa och meningsfulla helheter.

20" Persson (2009).
21 Se dven Bjorklund Boistrup (2010).
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I de klassrum som Persson har undersékt domineras undervisningen av
en kommunikativ, interaktiv ansats. Denna ansats beskriver Persson som
antingen dialogisk eller auktoritativ. I den 6nskvirda dialogiska ansatsen
vrider och vinder ldraren, tillsammans med eleverna, pa de fragor och svar
som uppstar. Nir det uppstir “felaktiga” svar tas de som utgingspunkt for
gemensamma undersokningar, nya frigor och nya kunskaper. Persson har,
som framgar, manga beréringspunkter med bade Bjorklund Boistrup och
Emanuelsson.

Norén

I Noréns avhandling® beskrivs och problematiseras ocksd klassrumsinteraktionen
i undervisningen i matematik. Hon konstaterar att i bide de ensprikiga och
tvasprakiga undervisningspraktikerna som hon har observerat férekommer
kommunikativ undervisning i stor utstrickning. Detta kan jimforas med tidi-
gare svenska studier dir den dominerande bilden ir att eleverna framfor alle
arbetar tyst och enskilt i sina lirobdcker. Den tid som eleverna tillbringade
med att enskilt 16sa uppgifter i matematikboken var férhallandevis lag i de
undervisningspraktiker som Norén studerade. Det férekom diskussioner savil
i helklass som i smégrupper, och bade lirare och elever var engagerade i mate-
matikinnehallet. I de flersprikliga klassrummen verkade matematikundervis-
ningen bli mer transparent och explicit till f6ljd av en utbredd kommunikativ
ansats. Norén menar att denna kommunikation éppnar for en mer utvecklande
och lirande undervisning, vilket ir till gagn for alla elever. Bide Perssons och
Noréns studier ger tydliga exempel pé att det i manga matematikklassrum

i dag skapas goda majligheter till lirande.

Falu kommun

I Falu kommun har det gjorts en kartldggning av bland annat undervisningen

i matematik®. Syftet med kartliggningen var att, med hjilp av observationer
och intervjuer, ge en férdjupad kunskap om hur matematikundervisningen

ser ut i de kommunala grundskolorna samt att identifiera méjligheter till
utveckling av undervisningen for att 6ka méaluppfyllelsen. En huvudfriga som
problematiserades i kartliggningen var orsaken till att kommunikationen

i matematikundervisningen inte nadde ett djup. Den kommunikation som
observerades var till stor del av lotsande och sluten karakeir. Alldeles for lite tid
dgnades 4t matematisk reflektion, att kommunicera likheter och olikheter och
ddrmed att generalisera och se matematiska samband.

22 Norén (2010).
2 Sterner et. al. (2011).
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National council of teachers of mathematics — NCTM

De studier som redovisats hittills i avsnittet framhéller alla behovet av en god
kvalitativ kommunikation i klassrummet. Studierna visar att ett processinriktat
synsitt hos ldraren kan skapa rika méjligheter till en kommunikation, dir eleverna
far mojligheter ate stilla frigor, hantera matematiska begrepp och metoder samt
kritiskt reflektera 6ver tillimpningar, och inte minst dver sitt eget lirande

i matematik. En friga som blir relevant i sammanhanget 4r dd hur denna kom-
munikation bor se ut och hanteras i relation till grundskolan olika stadier.

Den amerikanska organisationen National council of teachers of mathema-
tics (NCTM ) har gett ut skriften Principles and standards for school mathema-
tics *. 1 skriften finns minga virdefulla resonemang om hur kommunikatio-
nen i matematikundervisningen kan se ut under olika drskurser.

Under avsnittet om kommunikation i NCTM:s skrift beskrivs att malet
med matematikundervisningen ir att den ska gora det méjligt for alla elever
att kunna f6ljande:

- Organize and consolidate their mathematical thinking through communication.

- Communicate their mathematical thinking coberently and clearly to peers,

teachers and others.

- Analyze and evaluate the mathematical thinking and strategies of others.

- Use the language to express mathematical ideas precisely™.

I anslutning till avsnittet om kommunikation lyfter NCTM fram tvd centrala
fragor som enligt dem bor stillas pa alla skolnivéer. Dessa ir:

- What should communications look like?

- What should be the teacher’s role in developing communication®?

I anslutning till dessa frégor beskrivs klassrumssituationer, elevexempel samt
undervisningsepisoder som illustrerar olika matematiska formagor. NCTM ger
dessutom exempel pd hur lirarens arbete och uppdrag kan beskrivas och speci-
ficeras under olika arskurser:

Kommunikation i matematikimnet under olika arskurser enligt NCTM
For verksamheten fran forskola till och med arskurs 2 giller enligt NCTM foljande:
- Liraren maste talmodigt och ihirdigt ge eleverna forutsittningar for varie-
rade former av kommunikation.
- Liraren bor anvinda en korrekt matematikvokabulir.

2 NCTM (2000).
% NCTM (2000) sid. 128, 194 och 268.
26 NCTM (2000) sid. 128 och 130.
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For verksamheten under drskurserna 3 till och med 5 giller att:
- Ldraren behéver tydligt och klart diskutera med eleverna vilka av deras
kommunikationsstrategier som ir effektiva respektive ineffektiva.
- Lararen behéver hjilpa eleverna att forvirva ett matematiske sprak.

For verksamheten under drskurserna 6 till och med 8 giller att:
- Liraren bor skapa en klassrumssituation dir eleverna kinner sig trygga att
uttrycka sina tankar oppet och irligt, utan risk for ate f6rl6jligas. Detta
kriver skicklighet och gott omdéme.

Matematiksatsningen var ett projekt som pagick under dren 2009-2011. Under
dessa ér fordelades projektmedel till skolhuvudmin som stéd till lokala utveck-
lingsprojekt. Syftet var att hoja kvaliteten i matematikundervisningen. Slut-
redovisningen av projektet visade att de dver 12 000 lirare som deltagit dverlag
uttryckte att satsningen lett till bittre undervisning®. Satsningen, menade
lararna, hade gett dem tid att utveckla det kollegiala samarbetet och forbittra
undervisningsmetoderna.

Matematiksatsningen hade som utgdngspunke att motverka de tydligt pavisade
bristerna i undervisningens kvalitet. Dirigenom fick metodutveckling en central
roll i satsningen. Nationella och internationella studier av undervisningen i mate-
matik visar, som framgdtt av tidigare avsnitt i rapporten, pa genomgaende pro-
blem i resultaten till f6ljd av undervisningsmetoderna. De skolprojekt som ge-
nomférdes under matematiksatsningen med avseende pa metodutveckling hade
dirfor som utgangspunke att ge kunskap om vilka metoder som, i vilket samman-
hang, skulle kunna 6ka kvaliteten i undervisningen och stirka méluppfyllelsen.

I de redovisade utvirderingarna av projektet® framkommer flera viktiga
faktorer som kan gora det majlige att hoja kvaliteten i matematikundervis-
ningen. De faktorer som lyfts fram ar att ge #d for lirare att diskutera inne-
hallsliga undervisningsfrigor, att formulera #ydliga syften och mil med under-
visningen, att inte forlora fokus pd det matematiska innehillet i samband med
en specifik undervisningsmetod, samt avslutningsvis att det szdd (statligt,
kommunalt och lokalt) som ges haller hog kvalitet.

Hur fungerade insatserna?

I Rambélls utvirdering av matematiksatsningen® lag fokus pa hur effektivt ut-
vecklingsinsatserna fungerat, med syfte pa att hoja kvaliteten i undervisningen.

27 Skolverket (2011d).
2 Skolverket (2011e), Skolverket (2011f), Skolverket (2011g).
2 Ramball (2011).
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Utvirderingen beskrev, virderade och forklarade resultatet av matematik-
satsningen och problematiserade samtidigt hur satsningen hade fungerat som
intervention och metodutveckling.

I Ramboélls resultatanalys lyftes bland annat problemen med 6verférbarhet
fram. Med 6verforbarhet avses hir hur man fir en insats som utvecklats lokalt
att fungera dven for andra och i andra sammanhang. Utvirderingen visade att
matematiksatsningen inte gynnat den nationella likvirdigheten, eftersom det
var skolor med goda resultat i matematik (andelen elever som blivit godkinda
i drskurs 9) som till 6vervigande del deltagit i satsningen. Vad gillde de enskilda
skolorna var ett tydligt resultat att ldrarkollegierna ansig att de hade fitt en
god kompetensutvecklig genom méjligheterna till gemensamma kollegiala
samtal. Ett problem i samband med satsningen var dock att de deltagande
skolorna inte hade sett sin roll som piloter, vilket forsvarat mojligheterna till
den 6nskade 6verforbarheten och spridningseffekterna.

Learning study, lesson study och IKT

Ett positivt resultat som redovisades i en utvirdering av matematiksatsningen,
Lesson study och learning study samt IKT™, var att anvindningen av lesson study
och learning study under projektet hade lett till forbattringar, bdde nir det
gillde elevernas lirande och ldrarnas syn pd det matematiska innehéllet. Inne-
hallet hade kommit i fokus pa ett sitt som lirarna inte varit vana vid, genom
att de i hogre grad hade tinkt pa elevernas lirande utifran deras forstielse av
innehéllet. De deltagande lirargrupperna lyfte fram mojligheten att samarbeta
med sina kollegor som givande. Ytterligare en aspekt som framkom i utvirde-
ringen var att lirargrupperna genom arbetet med lesson study och learning
study hade utvecklat framgingsrika relationer mellan innehéll och formagor

i matematikundervisningen. Lirarna hade med andra ord utvecklat sin under-
visning,.

I de genomf6rda IKT-projekten under matematiksatsningen visade det sig
att lirarna hade utvecklat sitt samarbete, och att de kunskapsmissiga dialogerna
mellan lirare och elever hade okat. Bide lirare och elever framhéll i utvirde-
ringen att IKT méjliggjorde en 6kad variation och en mer méangsidig under-
visning. Ytterligare resultat som redovisades var att lirarna, till f6ljd av IKT-
anvindningen, nu anvinde mer laborativt material och var mindre liro-
medelsstyrda. Styrkan med den interaktiva skrivtavlan lyftes ocksa fram, i jim-
forelse med elevernas ensamarbete med egna datorer. Det handlade om att
mojligheterna till gemensamma samtal 6kat, och dirigenom ett 6kat fokus pa
bland annat den kommunikativa fé6rmagan i kursplanen.

30 Skolverket (2011f).
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Laborativ matematik

Det 6vergripande malet for satsningar pd laborativ matematik ér, och har alltid
varit, att forbittra undervisningen sa att eleverna i hogre grad ska nd malupp-
fyllelse. Det har inom ramen f6r utvirderingen av laborativ matematik inom
ramen for matematiksatsningen, Laborativ matematik, konkretiserande under-
visning och matematikverkstider, inte varit mojligt atc kartligga detta sam-
band, utan rapporten syftade frimst till att synliggora faktorer som skulle kun-
na paverka undervisningskvaliteten i en positiv riktning. Vad som utvirderades
var med andra ord om det genom de skolprojekt som hade fokus pd laborativ
matematik skapats nya méjligheter inom undervisningen, vilket i sin tur skulle
kunna leda till 6kad maluppfyllelse.

I rapporten fokuserades lirares undervisning och hur det aktuella materialet
hade anvints. Dirutdver gjordes en analys av huruvida undervisningen hade
gjort det mojligt for eleverna att forstd det matematiska innehéllet pé ett adek-
vat sitt. Resultatet visar att det laborativa materialet i sig kommit i alltf6r stort
fokus, och att de aspekter som materialet hade haft for avsike att belysa kom-
mit i skymundan. Laborationerna hade pa sa sitt ibland blivit ett hinder for
elevernas ldrande.

Rapporten visade ocksd att arbetet med laborativ matematik hade medfort
variation i undervisningen och minskat mingden enskilt arbete i liroboken,
men att det diremot saknades ett tydligt matematiskt innehéllsperspektiv. De
framgangsrika lektionerna som redovisades hade klara mal for lektionerna, bide
i ett kort- och langsiktigt perspektiv. En viktig slutsats som drogs i rapporten var
att arbetssitten, arbetsformerna och materialet enbart ir medel for att ni ett
mil, och att medlen aldrig fir bli 6verordnade milen. Huvudavsikten med en
laboration ir, enligt férfattarna till rapporten, att eleverna ska ges méjligheter
att uppticka matematiken och samtidigt utveckla fler fsrmégor — sisom att
fora och f6lja matematiska resonemang och anvinda matematiska uttrycksfor-
mer. En av de storsta fortjinsterna med de laborativa projekten inom ramen
for matematiksatsningen sigs avslutningsvis i rapporten vara lirarnas 6kade
medvetenhet om behovet av att gi vidare med sin egen kompetensutveckling
av didaktiska amneskunskaper, samt att de fatt ett gemensamt intresse for och
fokus pid matematikundervisningen pa skolan.

Aven Rystedt & Trygg? har i en kunskapsoversikt synliggjort och problema-
tiserat styrkor och svagheter med laborativt arbete i matematik. Forfattarna
menar att de laborativa materialen i sig inte ger eleverna matematiska insikter,
men att de i samband med limplig undervisning kan spegla de bakomliggande
matematiska begreppen. Klassrumsaktiviteterna kan dirigenom bidra till att
skapa gemensamma referenser i lirandesituationen. For lirandet i matematik

31 Skolverket (2011e).
2 Rystedt & Trygg (2010).
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ir elevers formaga att kunna hantera olika representationer av stor betydelse.
En medveten undervisning med representationer kan underlitta elevers for-
staelse och dirigenom f6rhindra att svarigheter uppstar. I de sammanfattande
slutsatserna menar Rystedt & Trygg att en laborativ matematikundervisning
ger tillfillen till varierade sitt att bade analysera och bedéma elevernas kun-
nande. De understryker att lirarens roll 4r avgérande for vilken effekt den
laborativa matematikundervisningen far for elevernas lirande.

Matematik i grundsarskolan

I utvdrderingen av matematiksatsningen i grundsirskolan, Matematikunder-
visningen i grundsirskolan®, konstateras att det rider samma principer fér god
matematikundervisning i grundsirskolan som i grundskolan.

Det teoretiska ramverket i utvirderingen utgar frin tre huvudomraden. Dels
det matematiska innehillet (Vad handlar det om?) dels den matematiska kom-
petensen (Vad innebir det?) och slutligen undervisningen (Hur genomférs
denna?). Det handlar alltsd om att utga frdn att bide det matematiska innehéllet
och det sitt som eleverna ges forutsittningar att ta del av innehallet pa har be-
tydelse fr vad eleverna lir sig. Matematikinnehéllet bestdr av bade ett sakinne-
hall, det centrala innehallet i kursplanen, och ett kompetensinnehéll med
kompetensrelaterade aktiviteter, férmagorna i kursplanen.

Sist i utvirderingen identifieras ett antal gemensamma framgangsfaktorer
for undervisning och lirande i matematik. Dessa faktorer kan ses som en sam-
manfattning av samtliga utvirderingar som presenterats ovan. De framgangs-
faktorer som lyfts fram innefattar:

- Variation i arbetssitt och arbetsformer.

- Fokus pa elevens egna tankestrategier.

- Avgrinsning till ett matematiske omrade i taget.

- Uppmuntran av eleverna till att delta aktivt i undervisningsverksamheten.

I svensk matematikundervisning dgnas férhillandevis mycket tid till sjalvstin-
digt arbete. Kombinationen av en liroboksstyrd undervisning och mycket en-
skilt arbete tecknar bilden av att det under svenska matematiklektioner pagir
mycket enskilt riknande i matematikbdckerna. Detta medfor att laroplanen,
kursplanen och liraren fir en underordnad roll och att den matematiska kun-
skapen som utvecklas i klassrummet dr paverkad och styrd av bokens innehill
och uppbyggnad.

I de utvirderingar av Skolverkets matematiksatsning som gjorts har flera
metodutvecklande exempel kommit fram. Utvirderingen av de projekt som

3 Skolverket (2011g).
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handlade om lesson study och learning study visade att dessa ledde till att
innehallet i undervisningen kom i fokus pa ett framgingsrikt sitt, och att
lirargruppen utvecklade framgingsrika relationer mellan kursplanens innehall
och formégor i matematikundervisningen. I en utvirdering av laborativ mate-
matik var en viktig slutsats att arbetssitten, arbetsformerna och materialet
enbart dr medel for att nd ett mal, och att medlen aldrig far bli 6verordnade
malen.
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I foljande avsnitt beskrivs och diskuteras styrdokumenten i amnet matematik,
samt forskning om hur styrdokumenten fungerar nir de omsitts i en klass-
rumspraktik.

Den nya kursplanen i matematik® beskriver att syftet med skolmatematiken
ir att matematiken ska kunna anvindas i vardagen och inom olika dmnes-
omraden. Undervisningen ska bidra till att utveckla elevernas intresse for
matematik och deras tilltro till den egna férmigan i amnet. Ect mal ar
att undervisningen i matematik ska bidra till att eleverna utvecklar kun-
skaper for att kunna formulera och 16sa problem, samt reflektera 6ver och
virdera valda strategier, metoder, modeller och resultat. Genom under-
visningen ska eleverna ocksa ges forutsittningar att utveckla en fértrogenhet
med grundliggande matematiska begrepp och metoder samt deras anvind-
barhet.
I den del av kursplanen som beskriver syftet med dmnet tydliggors de fem
formagorna®. Dessa ir:
- Formagan att formulera och 18sa problem samt virdera valda strategier
och metoder (problemldsningskompetens).
- Formagan att anvinda och analysera matematiska begrepp och samband
mellan begrepp (sambandskompetens).
- Formagan att vilja limpliga metoder f6r att gora berikningar och utféra
rutinuppgifter (procedurhanteringskompetens).
- Formagan att fora och f6lja matematiska resonemang (resonemangs-
kompetens).
- Formégan att anvinda matematikens uttrycksformer for att samtala,
argumentera och redogéra (kommunikationskompetens).

Efter den inledande texten som beskriver syftet med dmnet och férmagorna
foljer det centrala innehallet f6r arskurserna 1-3, 4—6 och 7-9. Innehillet om-
fattar kunskapsomridena taluppfattning och tals anvindning, algebra, geometri,
sannolikhet och statistik, samband och férindring samt probleml6sning.

3 Skolverket (2011b).
3 Se dven kompetensmilen i NCM/UFM (2009).
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Skolinspektionen menar att manga elever inte fir den undervisning i mate-
matik som de har ritt till enligt styrdokumenten®. De fir inte forutsittningar
att utveckla olika kompetenser sisom problemlésning, att se samband, reso-
nera, kommunicera och genomféra procedurer. Manga lirare har otill-
rickliga kunskaper om kursplanen i matematik, och den har dirmed svag
eller obefintlig styrning och vigledning for lirarna. I undervisningen har
kompetensmélen en underordnad roll, och fokus ligger i stillet pa det som

i den nya kursplanen benimns centralt innehéll. Lirarnas undervisning ir
heller inte tillrdckligt varierad och anpassad for att mota olika elevers behov
och férutsittningar.

For att framgangsrikt kunna utéva matematik krivs en balans mellan kreativa,
problemldsande aktiviteter och kunskaper om matematikens begrepp, metoder
och uttrycksformer. I tidigare utvirderingar som gjorts av Skolinspektionen
har det framkommit att ménga larare tycker att det r svart act hitta arbets-
former dir de dvergripande kompetenserna kan trinas.

NCM och UFM  har sedan 2008 samarbetat i ett forskningsprojeke for att for-
st vilken roll de svenska nationella matematikproven har i skolans arbete med
att implementera styrdokumentens kompetensmal.

I en studie®” beskriver och analyserar NCM och UFM hur en dndamalsenlig
undervisning ser ut for att eleverna ska fi mojlighet att utveckla sina matema-
tiska kompetenser samt vilka orsakerna ir till varfor eleven erbjuds just den
undervisningen de fir. Det som problematiseras i studien ir relationen mellan
styrdokumenten, undervisningen och elevernas lirande.

I studien menar man att det ir otillrickligt att formulera malen med mate-
matikutbildningen enbart som innehallsmél i styrdokumenten. Det 4r nédvin-
digt att dven formulera mal som berdr den process som det innebir att utéva
matematik och de kompetenser som behdvs i denna process. Denna f6rind-
ring av synen pa matematikutbildningen brukar beskrivas som kompetensmiils-
reformen. Forskarna pA NCM och i UFM menar att reformen sammanfattar
vil vad den internationella matematikdidaktiska forskningen anser vara det
mest angeligna for att fordndra skolmatematiken.

En inflytelserik och genomarbetad beskrivning av denna forindring ges
i den tidigare nimnda Principles and standards *®. 1 denna skrift beskrivs ett antal
processmdl i matematik som innefattar problemlsning, kommunikation,

% Skolinspektionen (2009).
¥ NCM/UEM (2009).
33 NCTM (2000).
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samband och representation. En liknande beskrivning av malen i matematik éter-
finns dven i det danska KOM-projektet” och i den amerikanska Adding it up™®.
NCM och UFM utgar frin tva fundamentala principer i sin beskrivning av
kompetensmélen. Dessa dr principen om kompetenser som en dimension av
kunnande samt principen om kompetenser som malstyrning. Dimensionen om
kunnande innebir att varje matematisk kompetens kan tillimpas pa olika typer
av matematiskt innehall, bide nir det giller nivd och nir det giller matema-
tiskt omrade. Dimensionen om kompetenser som malstyrning asyftar, forutom
detta, dven nagot som kan formuleras som tydliga lirandemal, och som dar-
med kan péverka undervisningen inriktning. I NCM:s och UFM:s studie be-

skrivs kompetensmalen mer ingiende:

Kompetensmalen i matematik enligt NCM och UFM

Problemlésningskompetens handlar om att kunna 16sa uppgifter dir nigon
firdig 16sningsmetod inte ir tillginglig innan arbetet borjar.
Sambandskompetens ir formégan att linka samman matematiska foreteelser
och representationer av dem. Som ett exempel ges att se multiplikation som
upprepad addition.

Procedurhanteringskompetens innebir att identifiera vilken procedur som ir
limplig for en viss uppgiftstyp.

Resonemangskompetens innefattar férmégan att motivera val och slutsatser
genom argumentation. Det handlar dven om undersdkande verksamhet som
att till exempel urskilja monster samt att formulera, forbéttra och undersoka
hypoteser.

Kommunikationskompetens uttrycker formagan att kunna kommunicera
och utbyta information i muntlig eller skriftlig form.
Representationskompetens innebir formagan att ersitta en matematisk
foreteelse med en annan. Exempelvis att representera en abstrakt foreteelse
(ett matematiskt begrepp) med ett konkret material (en boll) eller ett mentalt
objekt (en tanke om).

Inforandet av kompetensmal i styrdokumenten kan ses som ett av de viki-
gaste verktygen for att stédja och styra utvecklingen av matematikutbildning-
en och motverka lirandesvarigheter. Dessa mal 4r dock svérare att beskriva
och tolka dn innehallsmalen och riskerar dirigenom en svagare forankring i
skolverksamheten.

I sin undersokning har NCM och UFM vidare genom intervjuer synliggjort
hur ldrare paverkas av kursplanen. Det handlar om lirares tolkningar, virde-

3 Niss & Jensen (2002).
4 Kilpatrick, Swafford & Findell (2001).

UTOKAD UNDERVISNINGSTID | MATEMATIK

87



88

ringar och intentioner samt hur lirare har bearbetat sina tolkningar av kurs-
planen. Pé frigan om vilka lirandemél som ldrarna urskiljer i undervisningen
i matematik, gir de flesta svar att kategoriseras under rubrikerna innehéllsmal,
affektiva mal, konkretionsmal och kompetensmal. Studien visar att det 4r
oklart om ldrarna ser kompetenserna som mél eller medel, och ménga lirare
formedlar i intervjuerna ett intryck av att inte ha reflekterat 6ver relationen
mellan mélen och arbetssitten.

I studien har de aktiviteter som syftar till att utveckla kompetenser analyse-
rats under olika arskurser. I denna analys framkommer att det forekommer fler
kompetensaktiviteter under arskurserna 1-3 och 7-9 jaimf6rt med under drs-
kurserna 4—6. En orsak som anges till detta ir att det verkar som om matema-
tiken under drskurserna 4-6 i stor utstrickning handlar om algoritmisk tri-
ning med enkla tillimpningar inom aritmetik. Ytterligare en tendens som kan
utlisas i materialet dr att anvindningen av kommunikation i undervisningen
minskar fran arskurserna 1-3 (44 % av undervisningstiden) via drskurserna
4-6 (36 % av undervisningstiden) till drskurserna 7-9 (28 % av undervis-
ningstiden).

Studien summeras med att matematikundervisningen ir otillricklig niar det
giller mojligheterna for eleverna att utveckla centrala matematiska kompeten-
ser, utdver procedurhantering. Lirobockerna ir skevt fokuserade péa procedur-
hantering och inbjuder sillan till aktiviteter som utvecklar andra kompetenser.
De avslutande implikationerna for undervisningen ir att kursplanemalen
miste klargoras, lirobockerna utvecklas och att det maste till en tydligare
koppling mellan mal och metoder i undervisningen.

Frin och med lasaret 2011 finns en ny kursplan i matematik. I den nya
kursplanen har ambitionen varit att tydliggora kompetenserna i imnet ge-
nom att presentera dessa sist i den text som beskriver syftet med dmnet, som
formédgor. I kommentarmaterialet till kursplanen beskrivs bakgrunden till
forindringarna. Den nya kursplanen har en tydlig ambition att lyfta fram de
centrala kompetenserna just fér att komma till ritta med de problem som
tydliggjorts i utredningar, rapporter, internationella studier och den mate-
matikdidaktiska forskningen.

I kommentarmaterialet konstateras att undervisningen i matematik i stor
utstrickning ir priglad av enskild rikning, vilket ger eleverna begrinsade moj-
ligheter att utveckla forméagan att losa problem. I den tidigare kursplanen var
det svart att urskilja de kompetenser eller formagor som undervisningen syftade
till att eleverna skulle utveckla. Kommentarmaterialet anger att dessa formégor
har samstimmigt st6d i matematikdidaktisk forskning, och i den nya kurs-
planen ir dessa formagor darfor tydligare framskrivna i slutet av syftestexten
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i form av langsiktiga mal. Dessa formagor ska undervisningen i matematik ge
eleverna forutsiteningar att utveckla. I slutet av kommentarmaterialet tydlig-
gors relationen mellan kunskapskraven och férmagorna i de lingsiktiga milen.
Eleverna ska ges mojlighet att utveckla dessa formégor genom hela grund-
skoletiden, det vill siga bade utveckling av och progression i de tydliggjorda

formagorna.

Flera undersokningar visar att styrdokumenten i matematik har en svag still-
ning pa manga skolor. Detta leder till att minga elever inte fir mojlighet att
utveckla alla kompetenser i matematik. Undervisningen 4r i méinga fall skevt
fokuserad pa matematiskt innehéll och procedurhantering. For att framgangs-
rikt kunna utéva matematik krivs en balans mellan kreativa, problemlésande
aktiviteter och kunskaper om matematikens begrepp, metoder och uttrycks-
former. Det kriver att styrdokumenten formulerar méilen i imnet som bide
innehall och formagor. Sa ir fallet i den nya kursplanen i matematik, Lgr 11.
Hir lyfts de centrala formagorna respektive det centrala innehéllet i amnet
fram tydligare 4n tidigare. Den nya kursplanen tydliggor ddrigenom nod-
vindigheten av se bade innehdll och formégor som centrala delar av en helhet
i imnet matematik.
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I detta avsnitt diskuteras olika aspekter pa tid i undervisnings- och lirande-
sammanhang. Diskussionen tar sin utgingspunkt i resultaten frén den kart-
liggning som presenterats i de tidigare avsnitten.

Tid som begrepp problematiseras av Nyroos*'. Hon menar att tid kan betraktas
utifrdn manga olika perspektiv, till exempel fysikaliska, biologiska, psykologiska,
filosofiska och sociologiska. I det sistnimnda fallet kan tid ocksa ses som en
resurs®. I skolan ir tiden en mycket viktig resurs, och den kan till och med
betraktas som en grundbult i verksamheten. Tiden paverkar kvaliteten i utbild-
ningen, bade innehallsligt och pedagogiskt®. Tinkandet att tid ir ett medel
som ska anvindas si effektivt som mojlige har blivit det dominerande i var tid.
I undervisningssammanhang kan tid dock inte betraktas som synonymt med
lirande. Det ir stor skillnad p kvantitativ tid och kvalitativ tid*.

I en nationell kvalitetsgranskning som gjordes av Skolverket stod tiden for
lirande i fokus®. Kvalitetsgranskningen avsag hur tiden for lirande anvindes
i hela det svenska skolsystemet, och granskningen bidrog till att problematisera
frigan om kvantitativ och kvalitativ tid, savil som frigan om férlorad tid.

Det finns manga aspekter att beakta nir det giller frigan om lirande, under-
visning och tid. Med hjilp av en grov indelning kan man tala om kvantitativa
och kvalitativa aspekter pa tid. Nir det kommer till den kvantitativa aspekten
i undervisningssammanhang, det vill siga miangden tid, kan detta problemati-
seras — det ir inte sjalvklart att mer tid i ett imne leder till 6kat lirande och
storre maluppfyllelse. Hir kommer den kvalitativa aspekten in i bilden, efter-
som den inrymmer frigan om vad som gérs under tiden — med andra ord vilka
aktiviteter som sker inom tiden for lirandet.

Tid kan ses som ett utrymme f6r aktivitet. En grundliggande fraga i det hir
sammanhanget dr hur tiden i skolan anvinds f6r att nd bista mojliga resultat.
En central betydelse for hur tiden anvinds for lirande har liroplanernas mal
och rikdinjer. De formar indirekt med vad och hur tiden i skolan ska fyllas.

41 Nyroos (2006).

2 Lundmark (1989).

% Hargreaves (1994), Andersson (1995), Westlund (1996), Osterlind (1998).
4“4 Millot (1995).

4 Skolverket (2003).
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Nir det handlar om tiden som ett medel f6r att nd liroplansmaélen ir ett
genomgéende intryck fran kartldggningen i den hir rapporten att mélen inte 4r
det 6verordnade nir strukturer utformas pé skolor. Tradition och pragmatism
ar i stillet starkt betydelsebdrande. De kommunala skolplanerna (dessa ir nu
borttagna, forf. anm.) borde ha varit en naturlig plats for att formulera grund-
liggande avsikter med tidsanvindningen, men sa har inte varit fallet. Férutom
att tidsanvindningen saknas i kommunala dokument, saknas dven tydliggjorda
avstimningstillfillen eller delmal for att sitta in insatser och na maluppfyllelse.

Négot man slds av i granskningen dr ocksa att bristfilliga resultat ofta mots
med kvantitativa atgirder. Krav pa mer tid verkar ha foretride framf6r en annan
anvéindning av tiden, det vill siga kvantitet sitts framf6r innehall och kvalitet.
Dirfér 4r det yteerst angeldget att understryka vikten av att kombinera kvanti-
tet med kvalitet i utvecklingen av matematikimnet for att na ett effekeivt re-
sursutnyttjande. De aktiviteter som tiden for elevernas lirande fylls med bér
vara forankrade i professionella dverviganden fran pedagogernas sida, ytterst
pa en vetenskaplig grund.

I den hir kartliggningen redovisas ett varierande forhallningssitt till tid och
tidsanvindning, bide mellan kommuner och skolor, men framfér allt inom
enskilda skolor, dir bland annat de olika stadierna med sina traditioner kan
forklara skillnaderna. Den nationella kvalitetsgranskningen av skolan lyfter
fram det faktum att tidslosningar i skolan pd ménga hall 4r en oreflekterad
premiss som blir ett hinder f6r ldrande.

En ytterligare aspekt pé frigan om mingden tid f6r lirande handlar om
i vilken utstrickning eleverna tar den erbjudna tiden i ansprak. Den senare
fragan kommer dock inte att sta i fokus i denna rapport.

Det finns faktorer i skolvardagen som kan bidra till att reducera tiden i ett amne.
Det giller till exempel om undervisningen planeras utan hansyn till schema-
brytande aktiviteter (sdsom friluftsdagar, prov och oférutsedda hindelser).
Olika 16sningar pa forlorad tid forekommer, men ibland dtertas den forlorade
tiden inte alls. Systematiska tidstjuvar som till exempel sen lektionsstart och
for tidigt lektionsavslut, kan ocksé orsaka en betydande tidsreduktion®. Trots
att varje tillfille kan ses som ringa kan de genom sin frekvens leda till en avse-
vird minskning av den faktiska undervisningstiden.

Det visar sig finnas stora variationer i hur skolor tar ansvar for att dterta for-
lorad lirandetid bade pé grupp- och individniva. Ett exempel 4r “riknestugor”
med ldrarstdd, dit eleverna kan komma efter eget behov och ansvar.

4 Sjoberg (2006).
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I en diskussion om tidsanvindningen i skolan gar det inte att komma ifran att
lyfta fram den nationella timplanen. I en offentlig utredning framfordes kritiska
synpunkter pd den nationella timplanen?’. Utredningen menade att enigheten
har varit stor om att det 4r ologiskt att ha en nationell timplan i ett mél- och
resultatstyrt system som skolan. En nationell timplan leder litt ill ett stelt
schematinkande, och den kan utgdra ett hinder for en 6nskad skolutveckling.
Samtidigt har den nationella timplanen setts som ett verktyg for att virna lik-
virdighet och kvalitet. Timplanen 4r dock, enligt utredningen, en dilig garant
for att eleverna faktiske lir sig, vilket gor den till ett nagot ineffektivt styrmedel.

I Sverige dgnas forhallandevis lite undervisningstid at matematik jimfért med
snittet for EU- och OECD-linderna®. Enligt timplanen fér grundskolan ir
den totala garanterade undervisningstiden 6 665 timmar. Av denna tid utgdr
matematik 13,5 % (som en jimforelse utgdr svenskimnet 22,4 %). I arskurs 4
ar andelen undervisningstid i matematik 12 % av den totala undervisningsti-
den per vecka, att jimforas med EU- och OECD-linderna dir motsvarande
andel 4r 17 %. Som en jimf6relse omfattar matematikundervisningen i arskurs
8 i Sverige 10 %, mot motsvarande 12 % for EU- och OECD-linderna.

Tiden i undervisningssammanhang kan betraktas bade utifran kvantitativa och
kvalitativa aspekter. Det ir av yttersta vikt att kombinera dessa perspektiv for
att fa ett effektivt resursutnyttjande. Den kvalitativa aspekten handlar om hur
lirandet organiseras och bedrivs, och dirmed om hur tiden anvinds. Detta
maste anpassas till den efterstrivade kunskapens karaktir. Frigan om hur
undervisningstiden dimensioneras och anvinds har stor betydelse for vilka
resultat som nas.

7 SOU 2004:35.
4 Skolverket (2008).
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Som ett komplement till den kartliggning av forskning, utvirderingar och
granskningar av matematikimnet som presenteras i denna rapport skickades
en enkit ut till landets matematikutvecklare och det nationella rektorsnit-
verket. I enkidten, som distribuerades via e-post, ombads de tillfragade svara pa
fragor om den utokade undervisningstiden i matematik. Det gillde framfor
allt frigor om under vilka drskurser och med vilket innehéll den utokade
undervisningstiden borde placeras.

I brevet beskrevs mycket kortfattat uppdraget och de frigor som stilldes var:

Vad foreslir du med avseende pa foljande: Hur ska de utokade timmarna an-
vindas? I vilken dldersgrupp bor timmarna anvindas? Med vilket innehill ska
timmarna fyllas?

De svar som inkom var till 6vervigande del fran matematikutvecklare runt
om i landet. Ett tiotal matematikutvecklare och nédgra fa rektorer har skickat
in enskilda svar och ddrutéver har det inkommit svar frin olika stora grupper
med matematikutvecklare.

Sammantaget har mellan 50 och 70 matematikutvecklare fran 18 kommuner
i landet gett sina synpunkter pa hur de utékade 120 timmarna bist borde an-
vindas. Med anledning av den liga svarsfrekvensen bér resultaten av enkiten
hanteras med stor forsiktighet. Den fir endast ses som ett komplement till
fragan om hur en 6kning av undervisningstiden i matematik kan anvindas for
att i sd stor utstrackning som mojligt stirka elevernas kunskaper.

En tydlig tendens gir att utlisa i svaren, nimligen att minga svarande ser be-
hovet av att sitta in insatserna i matematik tidigt. Nedan féljer nagra exempel
pa roster fran enkidten:

Roster fran enkaten om utékad undervisningstid

- Det dr viktigt att ligga grunden och befista kunskaperna tidigt.

- Har man grunderna och hittat sitt sitt att tinka dir man kénner sig trygg
blir det littare genom éren att bygga pé sina kunskaper.

- God taluppfattning ir ingenting som forsvinner utan nigot man behéver
ndr matematiken blir alltmer avancerad.

- Undvik missuppfattningar och 16s problemen si tidigt som méjligt.

- Vi tror pi tidiga insatser eftersom forskningen visar pa betydelsen av detta.

- Tidiga insatser 4r viktigt inte minst for elevernas tilltro till den egna formégan.
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- Om man ligger en god grund under de tidiga skolaren underlittas senare
inlirning och sannolikheten f6r att man ska fortsitta lira sig under hela
livet 6kar.

P4 frigan om var timmarna ska placeras 4r det dock dven en mycket stor sprid-
ning bland svaren. Fo