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Forord

Dessa amnesspecifika instruktioner ar framtagna pa uppdrag av Skolverket i
samband med de laroplansreformer som planerades under 2025. De ska tjdna som
underlag for utarbetande av kursplaner i amnet matematik i grundskolan, anpassade
grundskolan, specialskolan och sameskolan.

Texterna ar skrivna av Ola Helenius. Referenspersoner som har bidragit i arbetet
namns i appendix D.
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Om Amnesspecifika instruktioner

Detta dokument beskriver Amnesspecifika instruktioner for &mnet matematik.
Amnesspecifika instruktioner ar den term laroplansutredningen, Kunskap for alla,
SOU 2025:19" har valt for dokument som i samband med framtagandet av en ny
laroplan ska produceras innan de till laroplanen tillhorande kursplanerna tas fram.
Amnesspecifika instruktioner ar tankt att fungera ungefar som ett kommentarmaterial,
fast som skrivs fore sjalva kursplanearbetet?. En forlaga till detta satt att ta fram ett
forarbete kan vi hitta i arbetet med den reviderade laroplanen for férskolan som kom
2010. Den togs fram av Utbildningsdepartementet tillsammans med ett antal experter
och i den processen skapades forst ett utvecklat férarbete som publicerades under
namnet Forskola i utveckling®. Forst nar denna mer omfattande och resonerande text
var klar konstruerades sjalva kursplanetexten. Gruppen som tog fram laroplanen
kunde pa det sattet forst komma Gverens om sjalva innehallet och presentera motiv
och argument pa ett utvecklat satt utan att begransas av de textuella ramar som
praglar en kursplanetext. Formuleringarna i kursplanetexten kunde sedan tas fram
for att pa basta satt motsvara den tidigare framtagna utvecklade texten. Nar
kursplanen sedan implementerades kunde Forskola i utveckling anvandas som ett
slags forarbete som forklarade hur och i vilken kontext olika textpassager i laroplanen
rimligen borde tolkas. Detta star i bjart kontrast till hur kursplanearbete for
grundskolan har gatt till, da férhandlingar om innehallet ofta har skett pa ren textniva.
Det gor att det i slutdndan inte nddvandigtvis finns nagon som vet vad en viss
formulering ar tankt att. exakt betyda, vilket i praktiken gor alla majliga tolkningar lika
giltiga®.

| SOU 2025:19 rekommenderas alltsa att sadana amnesspecifika instruktioner tas
fram och Skolverket har valt att for varje &mne erbjuda uppdraget till en person®, efter
att alla universitet och hégskolor har fatt erbjudande om att nominera skribenter.
Enligt den arbetsinstruktion som ar inkluderad i avtalet med Skolverket ska texten
behandla tre aspekter: En évergripande beskrivning av skoldmnet, Amnets méal och
innehall, samt ha Ett avsnitt om centrala undervisningsstrategier. Dessa motsvarar
huvudsakligen de fyra rubriknivaer som Laroplansutredningen (SOU 2025:19)

' | detta dokument anvands benamningarna Laroplansutredningen eller SOU 2025:19 omvaxlande
och den formella referensen (Regeringskansliet, 2025) anvands bara nar det sarskilt pakallas

2] SOU 2025:19 hanvisas till Ahl & Helenius (2024) nar idén om Amnesspecifika instruktioner
beskrivs. De i sin tur hanvisar till arbetet med den reviderade laroplanen fér férskolan som kom 2010
och det associerade dokumentet Forskola i utveckling (Regeringskansliet, 2010)

3 (Regeringskansliet, 2010).

4 Processen som leder fram till denna brist pa gemensam férankring av de konkreta
kursplaneformuleringarna har beskrivits av Anette Jahnke (Jahnke, 2014, 2016).

5 For matematik ar det alltsa jag, Ola Helenius, som skriver. Det kan tillaggas att jag aven var
tillférordnad expert till Iaroplansutredningen samt utseddd att for utredningen skriva exemplifierande
kursplanetext fér amnet matematik. Dessa amnesspecifika instruktioner bygger i hog grad pa detta
arbete tillsammans med diskussioner jag har haft efterat. Manga referenspersoner har ocksa paverkat
arbetet. Dessa finns listade i Appendix C. Fem rapporter skrivna ihop med Linda Marie Ahl och Johan
Prytz, framtagna under Naringslivets Skolforums paraply, har ocksa varit formaterande for arbetet
(Helenius & Ahl, 2023, 2024a, 2024b; Prytz, 2023b, 2023a).
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foreslar ska finnas i kursplanerna eftersom den dvergripande beskrivningen ska
behandla bade amnets syfte i skolan och amnets roll i relation till de évergripande
laroplansmalen.

Detta dokument ar alltsa tankt att stddja och styra den fortsatta utvecklingen mot en
fardig kursplan. Det ar ocksa tankt att kunna fungera som stod nar ett
kommentarmaterial till den kursplan tas fram.

Det gér att tdnka sig olika grad av specifikation nar &mnesspecifika diskussionerna
tas fram. Det har dokumentet innehaller férutom argument fér olika val som kan
gOras nar en kursplan ska tas fram, aven ett fullstandigt forslag pa hur en sadan
kursplan ska se ut. Forslaget ar inte riktigt lika genomarbetat i alla sina delar, men
boér anda i huvudsak kunna utgora ett detaljerat utkast till en fardig kursplan.
Dessutom exemplifieras alla kursplanens delar pa ett tamligen explicit satt i
forklarande texter och med manga bilder och figurer pa specifika representationer
som kan motsvara olika formuleringar av mal och innehall, och satt att forstas och
anvanda dem. Dokumentet ar darmed tamligen omfattande. Ett skal for att ga sa har
langt i specifikation och exemplifieringsgrad ar att ge sa bra stéd som mdéjligt till de
som ska fardigstalla kursplanen och tillhérande kommentar- och
exemplifieringsmaterial. Men framstallningen har boér aven vara mycket anvandbar
for laromedelsforfattare och forlag. Framstallningen i detta dokument ar trots
omfanget tamligen kompakt och schematiskt. Ett framtida kommentarmaterial
behdver anvanda ett sprak mer anpassat till att larare ar de huvudsakliga lasarna.
Icke desto mindre ar férhoppningen att aven detta dokument kan vara intressant att
|asa for larare eller grupper av larare som vill forbereda sig for en nu kursplan i
matematik.

De olika avsnitten i dessa amnesspecifika instruktioner inleds med resonemang om
olika stallningstaganden som ar lampliga att gora i en kursplan inklusive pa vilka
grunder dessa stallningstaganden gors samt vad de betyder. Darefter foljer i varje
avsnitt forslag pa hur kursplanetext som respekterar dessa stallningstaganden kan
se ut. De textavsnitt som beskriver konkret kursplanetext ar skrivna i en narrativ
progressionsform dar avsikten ar att beskriva sammanhangande strukturer av mal,
innehall och undervisningsstrategier i ett 1-10. perspektiv. Appendix B innehaller ett
komplett kursplaneférslag. Appendix C innehaller avsnittet Mal och innehall i
repetition, men sorterat sa att progressionen inom olika delar av amnet kan féljas via
fargkodad text. Appendix D listar de referenspersoner som pa olika satt har bidragit
till texten eller till arbetet med att ta fram texten.
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Stallningstaganden och deklarationer

| detta avsnitt redogérs det for de viktigaste dvergripande stallningstagandena som
kursplaneforslaget bygger pa. Vissa av dessa ar en direkt foljd av
Laroplansutredningens (SOU 2025:19) forslag, medan andra ar resultat av
overvaganden som inte i sig har med Laroplansutredningen att gora. De centrala
slutsatserna om kursplanernas utformning som dras i Laroplansutredningen finns
atergivna i Appendix A och dar finns sidhanvisningar till SOU 2025:19.

Kursplanen ska ha fyra delar

Laroplansutredningen anger tva huvudsakliga argument for varfor
kursplanestrukturen behover forandras jamfor med Lgr22, samt ett argument for att
det ska finnas sarskilda avsnitt som styr undervisningens utformning

e De olika delarna i kursplanerna — syfte, centralt innehall och betygskriterier —
styr lararnas planering, genomférande och uppfdljning av undervisningen samt
deras beddmning och betygssattning pa satt som delvis inte var avsedda. |
kursplanerna behéver det inga fler delar sa att varje enskild del kan renodlas
mer utifran sina tankta funktioner.

e Kursplanerna saknar systematiska kopplingar till laroplanernas inledande
delar. En risk med detta ar att det blir oklart vem som ska ta ansvaret for de
omraden som lyfts fram i de inledande delarna. Samtidigt behdver
kursplanerna vara amnesspecifika. Ett satt att hantera denna problematik ar
att i kursplanerna visa pa hur varje amne bidrar till laroplanernas inledande
delar.

e Kursplanerna behdéver innehalla klarare anvisningar om undervisningens
genomfdrande. Ur ett historiskt perspektiv har tidigare svenska kursplaner
innehallit saval avsnitt om metoder som beskrivningar av amnets karaktar och
uppbyggnad. Internationellt ar det vanligt med delar som behandlar metoder
och arbetssatt i kursplanerna.

Laroplansutredningen specificerar att kursplanerna i de olika @mnena innehalla fyra
distinkta delar och att dessa i mdjligaste man inte ska vara dubbelreglerande, dvs
varje del ska fylla en specifik roll. De fyra delarna ar Syfte, som ska specificera varfor
amnet finns i skolan, men inte ange évergripande mal; Amnets roll fér laroplanens
dvergripande mal som ska beskriva hur amnesundervisningen kan bidra till de mal
som finns i laroplanen; Mal och innehall dar det ska beskrivas vilka kunskaper,
fardigheter och férhallningssatt som man vill att eleverna ska fa och vilket innehall
som undervisningen ska behandla; samt Undervisningsstrategier. Den sista
kategorin kan sagas vara ett tydligt skifte i hur vi i Sverige formulerar kursplaner
eftersom man dar ska kunna beskriva hur undervisningen bor bedrivas. Till skillnad
fran att enbart styra med hjalp av att mal fér elevernas larande anges, kan
kursplanerna nu alltsa aven styra genom att reglera undervisningens utformning.
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Betygskriterierna ska kunna formuleras amnesovergripande och det
ska av Mal och innehall kunna avgoéras vilka kunskaper som behdver

bedomas

Laroplansutredningen anger foljande sammanfattande problembeskrivningar for
relationen mellan betygskriterier och malformuleringar.

e Betygskriterierna ska inte styra planeringen av undervisningen och det
behdver bli mer fokus pa undervisning och larande an pa bedémning och
betyg.

e Vardeorden som Skolverket inforde i Lgr 11 har spelat ut sin roll. De ar
svartolkade och alltfér generella. Aven om dagens betygskriterier &r mindre
detaljerade an i Lgr 11 bygger de fortfarande pa vardeord som ar generella for
olika amnen.

Laroplansutredningen foreslar alltsa att det inte ska tas fram nagra specifika
betygskriterier for de enskilda amnena. Det huvudsakliga skalet ar att det sadana
kriterier tenderar att skapa en dubbelreglering och gora det svart for larare och andra
berorda att veta om det ar angivna Mal och innehall eller betygskriteriernas
formuleringar som egentligen ska styra undervisningens inriktning. Nu féreslas
istallet mycket generella beskrivningar for fem alternativt tio betygssteg:

-A 10 Utmarkta kunskaper

-B 8-9 Mycket goda kunskaper

-C 6-7 Goda kunskaper

-D o6-7 Mer an godtagbara kunskaper
-E 4-5 Godtagbara kunskaper

-F 13 Mindre an godtagbara kunskaper.

Beddmningen ar att om det finns mycket tydligare beskrivet mal och innehall, ska
detta direkt kunna anvandas fér dvergripande bedémningar. Mal och innehall ska
alltsa formuleras sa att sadana bedémningar blir méjliga, men malen i sig féreslas
inte bli hierakiserade. Varje enskilt mal ska alltsa inte nddvandigtvis kunna forstas pa
olika betygsnivaer. Snarare vill utredningen komma bort ifran ett synsatt pa
uppnadda kunskaper som fokuserar pa vad som latt kan bli avprickningslistor sa
utredningen foéreslar att malen for en given arskurs eller ett stadium skrivs fram pa
ens slags medelniva. Man kan dock tanka sig att det ar énskvart att formuleringar i
mal och innehall skrivs sa att de kan tolkas pa flera nivaer. Manga av malen beskrivs
darfér som en form av kunskapsomraden. En punkt inom omradet algebra for arskurs
8—10 ar t. ex. anvédndning och bevis av aritmetiska identiteter i algebraiska form, som
konjugatregeln och kvadreringsregeln. Inom ett sadant omrade kan man tanka sig att
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elever uppvisar ett mycket brett spann av kunskaper, fran att bara kunna ange
relativt rudimentara argument till varfor vissa av de vanliga aritmetiska identiteterna
galler och bara under vissa forutsattningar kunna anvanda dem, till att kunna ge
relativt stringent bevis och kunna anvanda identiteterna i kreativa sammanhang.

Undervisningens innehall ska specificeras tydligare

Laroplansutredningen ger foljande sammanfattande problembeskrivningar:

e Kursplanerna behover pa ett tydligare satt ange vad det &r meningen att
eleverna ska kunna och nar det ar meningen att de ska gora det. Darfor
behdver innehallet uttryckas pa ett mer konkret och detaljerat satt.
Kursplanerna behdver ocksa ge mer ledning om hur lararna ska prioritera
mellan olika innehall.

e Progressionen mellan stadier och arskurser behover forstarkas, bland annat
genom att inféra mer specifika mal och tydliggéra i vilken ordning olika
innehallsomraden ska behandlas i undervisningen.

Sedan 90-talet har svenska matematikkursplaner genomgaende haft en lag
specifikationsgrad nar det galler det matematiska innehall som ska undervisas, ocksa
mycket lagre specifikationer &n manga andra lander®. For det har forslaget galler att
denna specifikation ska 6ka och att det ocksa ska bli tydligare vad som ska
undervisas pa vilket stadium. Avsikten ar att det ska bli enklare for larare och
laromedelsforfattare att veta vilken matematik som ska prioriteras. Det betyder ocksa
att det ska bli lattare for larare pa ett visst stadium, och aven gymnasielarare, att veta
vilka matematikkunskaper som ar rimligt att forvanta sig fran elever som kommer fran
ett lagre stadium. Naturligtvis kommer det alltid att vara stor variation i kunskap
mellan olika elever i samma arskurs. En larare pa hogstadiet ska dock kunna veta att
alla elever har fatt systematisk undervisning om till exempel primtal och faktorisering
och hur det anvands for att hantera brak. En mer explicit beskriven progression bor
darfér gora det enklare for larare pa senare stadier att bade repetera tidigare
matematik och att bygga undervisningen av matematik pa tankemodeller som
eleverna ar bekanta med. Det bor aven bli enklare for laromedelsproducenter att
konstruera sammanhangande progressioner om beskrivningen av vilket matematiskt
innehall som ska behandlas ar tydligare i kursplanen.

En tydligare specifikation betyder inte bara att fler begrepp och resultat som ska
undervisas namns explicit, utan aven att det kan beskrivas pa vilket satt elever
forvantas kunna nagot. Ett. exempel ar addition och subtraktion. Det anges i detta
forslag att undervisningen tydligt ska fokusera pa sambandet mellan addition och
subtraktion och aven att undervisningen ska behandla dessa bada operationer
tillsammans.

6 Tva rapporter av Prytz visar i detalj hur inte bara specifikationen av innehallet har varierat utan aven
amnessprakets kvalitet (Prytz, 2023b, 2023a)
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Tydligare stadieuppdelning

Laroplansutredningen gor foljande 6vergripande sammanfattning:

e Progressionen mellan stadier och arskurser behover forstarkas, bland annat
genom att inféra mer specifika mal och tydliggdra i vilken ordning olika
innehallsomraden ska behandlas i undervisningen.

Aven om progressionen i det matematiska innehallet ska bli mer specifik och gora
matematiken mer sammanhangande sett over hela grundskolan ar avsikten samtidigt
att undervisningen ska ha olika fokus pa de olika stadierna. Detta hanger ocksa ihop
med att undervisningen i hogre grad ska anpassas till elevernas kognitiva utveckling.
| tillagg delas det nya lagstadiets fyra ar upp i detta forslag upp i tva delar’. Bade Mal
och innehall samt Undervisningsstrategier beskrivs alltsa separat for arskurserna 1—
2, 3-4, 5-7 och 8-108. Det bedoms att de fyra forsta skolaren ar en allt for l1ang tid for
att mal enbart ska anges for slutet av det fjarde aret. Dessutom boér de tva forsta aren
ha en mer inskolande karaktar an de féljande tva aren, sarskilt nar forskoleklassen
forsvinner som organisatorisk niva. Denna indelning gor ocksa att man kan ha farre
mal och mindre innehall de forsta tva aren, sa att lararna kan fokusera pa det som ar
viktigast att lara sig tidigt och pa att fa eleverna att fungera bra i
matematikklassrummet.

Kursplanens sprak och tilltal

Laroplansutredningen beskriver foljande sammanfattande problemformulering:

e Overlag behdver de begrepp som anvéands i kursplanerna bli mer
amnesspecifika.

Bade laroplansutredningen, forskning och andra rapporter har uppmarksammat att
svenska kursplaner i matematik har avprofessionaliserats sprakligt och att lander
som antingen presterar mycket bra i matematik i internationella matningar eller har
forbattrat sig avsevart i sadana matningar har kursplaner med ett mer amnesspecifikt
sprak®. | detta forslag har den sprakliga nivan hojts avsevart i den foreslagna
kursplanetexten. For att viktiga didaktiska och matematiska distinktioner ska kunna
beskrivas maste spraket vara specialiserat. | sjalva kursplanetexten kan det darfor
finnas ord, termer och uttryck som inte larare och andra tilltankta lasare forstar eller
ens kanner till. Kursplanen kan inte i sig innehalla férklaringar till sddana ord och
uttryck. Det kan daremot ett kommentarmaterial gora, liksom denna text. For den har
texten har intentionen varit att anvanda ett sa avancerat sprak som behévs, men
samtidigt forklara vad en viss terminologi avser genom att ge konkreta exempel. | ett

7 | laroplans utredningen anges det explicit att “| matematik anser vi att mal och innehall ska anges for
arskurs 1-2 och arskurs 3—4” (Regeringskansliet, 2025, s. 311).

8 | vissa fall kommer vi nagot oegentligt referera till alla dessa fyra arskursgrupper som stadier trots att
det formellt bara finns tre stadier, 1-4, 5-7 och 8-10.

9 (Prytz, 2023b, 2023a; Regeringskansliet, 2025)
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framtida kommentarmaterial ar det majligt att man vill ge ytterligare forklaringar och
exempel. Nar det galler kursplanetext anses det alltsa inte ndédvandigt, eller ens
rimligt, att elever och féraldrar ska kunna forsta allt som star i kursplanen. De i
kursplanen beskrivna malen och innehallet kan alltsa behdva omformuleras om de
ska kommuniceras till elever eller foraldrar, eller forklaras med exempel.

Laroplansutredningen har ocksa papekat att det inte ska prioriteras att olika @mnens
kursplaner skrivs med likartat sprak. Tvartom ar det 6nskvart att de satt som mal,
innehall och undervisningsstrategier beskrivs pa grundas i sadana satt att uttrycka
kunskap som finns inom respektive amnestradition.

Anpassning till barns kognitiva forutsattningar

Ett av uppdragen till laroplansutredningen var att utreda hur skolan i hégre grad ska
kunna anpassas till barns kognitiva forutsattningar. En sammanfattning av problemen
lyder:

e Kursplanerna och betygskriterierna ar inte tillrackligt anpassade till elevernas
kognitiva utveckling och skilda forutsattningar. Det ar for lite fokus pa
grundlaggande kunskaper och fardigheter, sarskilt i lag- och mellanstadiet.
Vikten av bakgrunds-, referens- eller orienteringskunskaper behover lyftas
fram, liksom vikten av fardighetstréning. Aven om fakta betonas nagot mer i
Lgr 22 — bland annat genom att "’kunskaper om” anvands i malen i vissa
amnen — ar det fortfarande férmagor som dominerar i malen. Har behover
alltsa balansen mellan a ena sidan grundlaggande kunskaper och fardigheter
och a andra sidan féormagor som att analysera och reflektera ses over.

Detta ar relativt svart att forhalla sig till nar det galler matematikdmnet. Inga studier
tyder pa att det ar for lite fokus pa grundlaggande kunskaper i lag- och mellanstadiet i
matematik. Det gar daremot att argumentera for att det fokuseras pa fel
grundlaggande kunskaper och att det inte gors pa att for eleverna sammanhangande
satt’%. Det ar ocksa svart att skilja pa vad som kan karakteriseras som fakta
respektive formaga i matematiken. Det ar exempelvis enklare fér barn att addera tal
an att beskriva vad addition ar.

Den viktigaste anpassningen som har gjorts i det kursplaneférslag som presenteras
har handlar snarare om prioritering av innehall, dvs att sarskilt under lagstadietiden
gOra det klart att det ar aritmetiken som ska prioriteras. Punkterna under Mal och
innehall for aritmetik och algebra ar ocksa konstruerade for att i hégre grad an nu
stddja en langsiktig progression for alla elever. | analyser av laromedel kan det
konstateras att relativt tidigt i lagstadiet fokuseras en stor del av innehallet pa att
utféra berakningar. Det ar visserligen en viktig del av matematiken att kunna utféra
berakningar och manga elever i hdgstadiet kan inte alls utféra berakningar pa den
forvantade nivan. Bedéomningen ar dock att detta inte beror pa for lite traning pa
berakningar utan pa att den begreppsliga progressionen fran lagstadiet till hdgstadiet

10 (Helenius & Ahl, 2024b)
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ar mycket stérre an 6kningen i berakningskomplexitet. Darfor har sarskilt de tidiga
arskurserna inriktats mot en begreppsligt orienterad undervisning, framfér allt inom
aritmetiken, som ska kunna ge eleverna tankemodeller som ar hallbara anda upp till
hogstadiet och vidare. Nar den begreppsliga progressionen redovisas i avsnittet
Amnets mal och innehall i detta dokument sa goérs det pa ett noggrant och explicit
satt.

Ett ytterligare satt att relatera till elevers kognitiva forutsattningar ges av nasta rubrik.

Beharska och behandla

Ett dilemma nar det ska sattas mal for undervisningen ar att elever har olika
forkunskaper och lar sig olika mycket av den undervisning som ges. Det ar naivt att
tro att en viss undervisning ska leda till att alla elever nar vissa specificerade
kunskapsmal satillvida man inte satter dessa mal mycket lagt. Hur bra elever tar till
sig undervisning kan bero pa deras foérkunskaper och tidigare erfarenheter, men
ocksa pa individuella och relativt stabila olikheter som har med kognitiva och sa
kallade icke-kognitiva formagor att géra'’.

En del elever lara sig pa direkten sadant som andra elever behdver ar av systematisk
undervisning for att lara sig'?. Ett satt att hantera sadana olikheter &r genom
individualisering. Hur funktionell individualisering ska kunna ga till har varit ett tema i
svensk skoldiskurs sedan idéerna om en gemensam grundskola borjade att
diskuteras'. Samtidigt finns det manga som havdar att svensk
matematikundervisning redan ar allt for individuell, i betydelsen att elever arbetar for
mycket enskilt med laroboksuppgifter eller andra uppgifter, och dar lararens arbete
handlar om att hjalpa elever som kort fast att komma vidare'*. Detta ar en ineffektiv
anvandning av lararresursen, som troligen ocksa gor att nivan pa det matematiska
innehallet i laromedlen sénks och hackas upp i alltfér sma bitar eftersom
undervisningsmodellen maste bygga pa att de flesta eleverna kan sitta och arbeta
med uppgifter de huvudsakligen redan klarar av'. En utgangspunkt for det
kursplaneforslag som levereras med denna text ar att de undervisningsval som
hjalper eleverna att vara framgangsrika i skolmatematiken pa sikt inte ar samma
undervisningsval som gor det |att att fa elever att klara manga uppgifter pa varje
enskild lektion utan allt fér mycket hjalp fran lararen. | de fall dar det har bedémts
som mojligt specificerar kursplanen undervisningsinnehall och

" Se diskussionsavsnittet i Eriksson m fl. (2021) for en bakgrund till detta resonemang eller Helenius
(2022) for en popularvetenskaplig forklaring.

2 Se Neuman (2013) for en bra diskussion om detta for omradet aritmetik.

13 Se Vinterek (2006) och Giota (2013) for historiska Gversikter Gver temat som &ven belyses i
Haldéns (1997) beskrivning av bakgrunden till de stora svenska skolreformerna pa 90-talet.

4 Individualiseringen av den svenska skolmatematiken och den associerade praktiken att rékna en
mycket stor mangd évningsuppgifter ha rotter langt tillbaka i tiden. Se Lundin for en beskrivning av hur
denna praktik kom till. Det ar en vanlig uppfattning att 6vning pa manga likartade uppgifter befaster
elevers kunskaper, men bade empiriskt grundad forskning i matematikamnet

1% (Helenius & Ahl, 2024b)
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undervisningsstrategier som kan foérvantas vara fordelaktiga for elevers langsiktiga
matematiklarande.

| storsta mojligaste man ar alltsa det kursplaneférslag som beskrivs i denna text
konstruerad enligt en princip dar utgangspunkten ar vad elever bér kunna vid
grundskolans slut (eller senare). Utifran detta har sedan progressionslinjer skapats
hela vagen tillbaka till den tidiga matematikundervisningen i grundskolans start. Nar
vissa sarskilt viktiga kunskaper har identifierats sa har utgangspunkten varit att
forsdka hitta satt att introducera den matematiken sa tidigt som majligt for eleverna.
Principen har varit att om nagot ar viktigt att kunna men svart att lara sig, sa ar det
bra om eleverna har sa lang tid som méjligt pa sig att lara sig, fran att den
matematiska idén introduceras till att den behdver beharskas'®. Men om denna
princip ska kunna uppratthallas behéver det specificeras innehall i undervisningen
som eleverna inte forvantas beharska vid den tidpunkten, utan snarare att de pa ett
framatsyftande satt ska bekanta sig med. Samtidigt behdver det ju anges vissa
kunskaper och fardigheter som man verkligen vill att elever ska ha uppnatt i en viss
arskurs.

Det satt att hantera detta ar att ha tva slag av mal och innehall. Det som star med
normal text ar sddant som man pa vanligt satt tanker sig att undervisningen
behandlar med malet att det behérskas i slutet av det stadie malet ar angivet for. Det
som ar angivet med kursiv stil ar sadant som undervisningen ska behandla men dar
men inte férvantar sig att typiska elever beharskar det vid stadiet slut. Naturligtvis
kan man inte tanka sig att elever beharskar det som ska beharskas lika bra i slutet av
stadiet, man maste férvanta sig stor variation. Hur stor variation? Det ar inget som
dessa amnesspecifika instruktioner behandlar, eftersom det inte ar tankt att finnas
nagra specifika betygskriterier (se nasta avsnitt).

Att lagga in mer avancerat innehall tidigare, med det huvudsakliga syftet att elever
som har svarare att lara sig ska f& mer tid pa sig kommer inte vara nagon nackdel for
elever som har lattare att lara sig. De far ju méjlighet att lara sig det mer avancerade
innehallet tidigare och kommer ocksa kunna vara en viktig tillgang i grupparbeten och
helklassdiskussioner. Det som ar utmaningen ar att de elever som har lattare att lara
sig inte ska bli uttrakade. Det typiska sattet som mal och innehall har konstruerats pa
gor dock att det ar relativt enkelt att hitta pa uppagifter till ett innehall med valdigt
manga olika svarighetsgrader. Om elever i arskurs 1 eller 2 t. ex. arbetar med
likheter av typen 3+6=_+4, sa finns det inget som hindrar att nagra elever kan jobba
med uppgifter dar man generaliserar de underliggande principerna bakom detta satt
att hantera likheter till 30+60=_+40, 43+36=_+44, eller till 33+66=_44 osv.

Aven en del mal och innehall fér hégstadiet har kategoriserats som behandla, fastan
det inte finns nagon sjalvklar uppfoljning i senare arskurser. Det betyder att de
rimligen inte bor provas pa nationella slutprov, sa det kan férutsattas att olika larare i
olika hég grad kommer att behandla sadant innehall. Detta innehall som

'8 En princip som manga tanker sig &r att man skulle kunna hacka upp en viss progression i valdigt
manga sma bitar, och férsakra sig om att varje elev klarade varje bit fére den tar sig an nasta. Detta
kallas ibland mastery learning. Det ar dock svart eller omdjligt att fa till i helklass. For enkla larandemal
som klaras av pa kort tid (nagra veckor) gar det, men inte dver progression som ska administreras
over flera ar.
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kategoriserats som behandla pa hogstadiet ar dock av sadant slag att det inte ar
avgorande for gymnasiet. Skalet att &nda ha sadant innehall pa hogstadiet ar for att
lararen aven dar ska kunna ha en viss spannvidd i undervisningen. Nytt innehall ar ju
inte bara bra for att man ska lara sig det, utan ocksa som traningsfalt fér existerande
kunskaper och fardigheter.

Hansyn till nytt betygssystem och det nationella slutprovet

Bade Laroplansutredningen (SOU 2025:19) och betygsutredningen (SOU 2025:18)
vill att larare ska agna sig mer at undervisning och mindre at bedémning. Lararen ska
satta sina betyg utan att veta elevens resultat pa det nationella slutprovet. Man kan
anta att olika larare (och olika laromedel som lararen anvander) kommer att lagga
olika prioritet pa olika delar av kursplanen. | bade betygsutredningen och i
laroplansutredningen féreslas att det inte ska finnas nagra betygskriterier férutom en
skala fran icke godtagbara till utmarkta kunskaper i matematik. Lararen ska satta
betyg i direkt relation till Mal och innehall. For de lararsatta betygen kan i praktiken
en individuell larare gora sina betygsgrundande bedémningar i relation till vad lararen
sjalv har undervisat. Det ar alltsa rimligt att |lararen placerar ut sina elever pa
betygsskalan med hansyn taget till elevernas kunskaper inom omraden som har
prioriterats i undervisningen.

Motvikten till en sadan starkare individualisering ar att elevens meritvarde enligt
betygsutredningens huvudférslag kommer att till 30% direkt avgoras av resultaten pa
de nationella slutproven i bland annat matematik. Dessutom tillkommer en slags
skalfaktor som beror pa en skolas alla elevers samlade resultat pa alla @mnens
nationella slutprov. Det kommer alltsa ligga i allas intresse att fokusera
undervisningen pa sadan matematik som slutproven i matematik testar. Detta skapar
ett dilemma nar mal och innehall i kursplanen ska valjas. Ett. exempel kan férklara
dilemmat.

Antag att vi vill skulle vilja ha ett undervisningsinnehall som gar ut pa att elever ska fa
erfarenhet av att med modernt Al-stdd skapa simuleringar av problem inom
sannolikhet och statistik i valfritt programsprak. Lat oss anta att det gar att skapa ett
webbstod som gjorde det rimligt for skolans larare att undervisa detta och det kanske
skulle vara vart en handfull lektioner spridda dver hogstadietiden. Men hur skulle ett
sadant mal kunna testas pa ett digitalt nationellt slutprov givet att man behéver kunna
detektera variation i elevkunskaper om saken 6ver en mycket vid skala? Det skulle
antagligen vara bade tekniskt och testkonstruktionsmassigt komplicerat. Om det inte
testas ar risken att det inte heller undervisas. For att undvika en sadan situation
borde kursplanen bara innehalla mal som ar enkelt testbara, vilket skulle géra
skolmatematiken valdigt snav.

Valet som har gjorts ar att anvanda uppdelningen behérska och behandla och att mal
som anges att de endast ska behandlas pa hogstadiet inte bor testas pa det
nationella slutprovet. Olika larare kommer prioritera sadant innehall olika, dvs man
kan inte rakna med att det blir innehallsmassigt likvardigt for eleverna. Men genom
att endast Iata innehall som inte ar direkt centralt for elevernas fortsatta
skolmatematiska framgang ligga under kategorin behandla uppstar inga direkta
problem pa gymnasiet. Och eftersom aven mal som star under behandla, trots allt
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ska behandlas, bor alla elever fa nagon slags undervisning relaterat aven till dessa
mal.

Problemlosning och ett undersokande arbetssatt

| flera kursplaner som foregar den som foreslas i detta dokument har problemldsning
haft en central roll. Redan i 1980 ar laroplan inférs problemlésning som ett sa kallat
huvudmoment och beskrivs som det forsta och viktigaste huvudmomentet i den nya
kursplanen'’. | 1994 ars kursplan fanns problemlésning ocksa tydligt framskrivet,
men da som ett av flera mal av processtyp, dvs mal som handlar om hur matematik
utévas, snarare an om det matematiska innehallet'®. | kursplanerna fran och med
2011 har problemldsning funnits med bade som ett sarskilt centralt innehall och som
en sa kallad formaga. Lgr 22'° anges det t. ex. att “[u]ndervisningen i &mnet
matematik ska ge eleverna forutsattningar att utveckla [...] formaga att formulera och
I6sa problem med hjalp av matematik och vardera valda strategier”. Under rubriken
centralt innehall for arskurs 9 finns punkterna:

e Strategier for att I6sa matematiska problem i olika situationer och inom olika
amnesomraden samt vardering av valda strategier och metoder.

e Formulering av matematiska fragestallningar utifran olika situationer och
amnesomraden.

e Enkla matematiska modeller och hur de kan anvandas i olika situationer.

Dessa formuleringar tar sikte pa att utveckla elevers formaga att I6sa problem. Men
det finns skal att satta in problemldsning i ett vidare perspektiv som har att géra med
att det ocksa finns andra skal till att problemlésning ar en viktig komponent av
undervisningen. Definitionen av problemldsningsorienterad undervisning som
anvands har ar att den ska satta eleverna i en situation de behover anvanda kreativa
resonemang for att hantera?® uppgifter. Kreativa resonemang definieras har som
motsatsen till imitativa eller algoritmiska resonemang, dvs resonemang som bygger
pa att eleverna inte kan l6sa uppgifter som de blev tilldelade enbart med imitativa
metoder. Imitativa metoder betyder att eleven kan anvanda en teknik eller metod
som pa forhand kan anses kand for eleven?'.

Undervisning baserad pa ett undersdkande arbetssatt i syfte att lara sig vissa
begrepp eller metoder har ibland beskrivits som en motsats till sa kallad explicit

7 (Skol6verstyrelsen, 1982, s. 14)

81994 ars kursplan var 6verlag tydligt inspirerad av det pagaende arbetet i USA som senare ledde till
NCTM standard (Bergqvist m.fl., 2010a, 2010b; Boesen m.fl., 2014; Emanuelsson m.fl., 1992)

% (Laroplan for grundskolan, - forskoleklassen och fritidshemmet 2022, u.4.)

20 Anvandningen av hantera istéllet for I6sa har beror pa att en del uppgifter som ges till elever inte
nddvandigtvis behdver ha en specifik I6sning och dels pa att aven arbete med en uppgift som inte
leder eleven anda fram till en 16sning kan vara viktigt.

21 Detta satt att beskriva problemlésning bygger pa Lithners (2008, 2017) arbete och &r mycket
etablerat.
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undervisning. Detta har gjorts genom att likstalla ett undersdkande arbetssatt med
undervisning baserat pa minimal guidning?2. Detta ar en falsk dikotomi. | sjalva verket
maste bra undervisning baserad pa ett undersdkande arbetssatt vara mycket
valplanerad och explicit och innehalla hdga grader av guidning. Den typiska lektionen
bygger pa en introduktion dar centrala fenomen gors tillgangliga for eleverna.
Darefter kommer en fas dar eleverna utforska dessa fenomen. Elevernas
undersOkande arbete tas sedan omhand i en diskussion och institutionaliseras sedan
i en avslutande sammanfattning ledd av lararen. Valen av problem att arbeta med,
eller fenomen att understka. maste vara noggrant planerade och relaterade till de
begrepp eller metoder man vill att eleverna ska lara sig. | den har meningen ar ett
problemlosande undersokande arbetssatt mycket likt. ex.plicit undervisning. Den
centrala skillnaden ar att man anvander elevernas undersokningar for att forma vad
lektionen ska handla om innan man kommer fram till explicita metoder eller begrepp.

Trots manga ar av fokus pa problemlésning och andra formagor verkar inte
undervisningen i svenska matematikklassrum i sarskilt hog grad praglas av
problemldsning. Problemldsningsuppgifter ar inte heller sarskilt vanligt
forekommande i Iaromedlen?3. Det verkar som att ett fokus pa problemldsning i
kursplaner eller kursplaneliknande dokument inte tenderar att fa brett genomslag i
den praktiska undervisningen?*. En tolkning av detta ar att det finns viss slags
onskvard utveckling av matematikundervisningen som inte kursplanerformuleringar
verkar kunna stimulera. Nar man betraktar de svenska kursplanerna fran 1994 och
framat verkar det dessutom som att fokuseringen pa problemlésning och andra
formagor har resulterat i att det matematiska innehallet beskrivs med avsevart lagre
detaljniva; en slags undantrangningseffekt. Eftersom sadant som skrivs om det
matematiska innehallet i en kursplan, i allmanhet verkar fa genomslag i laromedel
och den praktiska undervisningen, ar det battre att kursplanen i forsta hand just
specificerar matematiskt innehall?>.

Det finns dock fler effekter av kursplaner an de direkta effekterna pa undervisningen
och pa laromedel. Man kan till exempel beakta larares fortbildning. Vad som valjs ut
for fortbildning kommer troligtvis att paverkas av vad som kan motiveras med stod i
kursplanen. Om inte kursplanerna alls namner problemldsning eller likartade
processer minskar chansen att kompetensutveckling dgnas at sadant?®. Faktum ar

22 Se Sweller (2007) fér en sammanfattning av denna argumentation.

3 Se t. ex. Jader m. fl (2015) for en laromedelsanalys och Bergqvist m. fl (2010a) samt Boesen (2014)
m fl fér klassrumsanalyser

2 Helenius & Ahl (2023) beskriver t. ex. med utgangspunkt fran en forskningsoéversikt (Ahl m.fl., 2023)
att det generellt verkar vara svart att implementera processmal via kursplaner, samtidigt som férandrat
matematiskt innehall verkar kunna far tydligt genomslag, se aven Prytz (2020).

25 (Prytz, 2023a). Se aven Wahlstrom (2023). Att ett fokus pa problemlésning inte maste resultera en
minskad precisering av det matematiska innehallet kan man t. ex. se i Singapores kursplaner (Kaur &
Leong, 2021; Mathematics syllabus. Primary one to six, 2012). Dessa ar dock betydligt mer
omfattande an de svenska sett till textmassa ock kan narmast ses som en kombination av en kursplan
och ett kommentarmaterial om man 6versatter det till svenska foérhallanden.

% Att problemldsningsorienterad undervisning har bra effekt pa eleverna nar det val genomfors
ordentligt far ses som val dokumenterat. Se t. ex. Bando m fl (2019) som rapporterar 10
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att aven en hel del matematikdidaktisk forskning motiveras med argument som
hanvisar till kursplaner och liknande dokument. Eftersom det finns mycket goda skal
att havda att en mer problemlésningsorienterad undervisning ar dnskvart, kan det
alltsa vara motiverat att behandla problemlésning i kursplanen aven da man inte
forvantar sig att sadana skrivningar utan kompletterande stdd har sarskilt tydliga
direkta effekter pa undervisningen.

Denna argumentationslinje har lett fram till féljande stallningstaganden. For det
kursplaneforslag som presenteras har har valet gjorts att lata punkterna i avsnitten
Mal och innehall beskriva olika typer av matematiskt innehall (som sambandet mellan
addition och subtraktion) eller satt att behandla matematiskt innehall (som hantera
uttryck med en blandning av aritmetiska operationer) och att inte ha problemlésning
som en Overgripande rubrikniva under Mal och innehall. Det valet ligger ocksa i linje
med Laroplansutredningens forslag om ett forenklat kunskapsbegrepp, som ska
bygga pa kategorierna kunskaper, fardigheter och forhallningssatt?’. Daremot dgnas
flera tydliga strak genom avsnitten Undervisningsstrategier for ak 1-2, 3—4, 5-7 och
8—10 at att beskriva att olika aspekter av problemldsningsorienterad undervisning ska
pragla undervisningen. Avsikten har varit att skapa en tydligare progression foér vad
problemldsning ska kunna innebara och vad undervisningen ska fokusera pa i de
olika stadierna. | de kommentarer som finns i anslutning till att
undervisningsstrategier for de olika arskurserna beskrivs finns utvecklade
beskrivningar av hur problemlésning och undersdkande arbetssatt ar tank att pragla
undervisningen.

Kursplanens funktion i olika skolformer

Det kursplaneférslag och tillhérande exempel och argument i dessa amnesspecifika
instruktioner ar skrivna fér grundskolan. Den bedémning som har gjorts ar dock att
den kan utgéra en utgangspunkt for kursplaner i den anpassade grundskolan och
specialskolan pa samma satt som dagens kursplaner.

En overgripande beskrivning av skolamnet
matematik

| detta avsnitt beskrivs 6vervdgande om pa vilket satt matematikdmnet i skolan bér
beskrivas i en kursplan. | SOU 2025:19 anges att kursplaner i de olika @mnena ska
innehalla en text som beskriver varfér amnet finns i skolan och en text som
specificerar hur undervisning i amnet bidrar till att uppfylla laroplanens generella mal.

Matematik ar ett mangfacetterat amne som kan beskrivas pa manga olika satt. Men
allt som ar relevant att saga om matematiken eller om skolmatematiken ar inte
relevant att skriva i en kursplan. Ett 6vergripande stallningstagande ar att de
aspekter av matematiken som ar varda att lyfta fram i en syftestext i en kursplan ar

klusterrandomicerade kontrollerade studier i flera lander pa med éver 17000 elever med mycket
tydliga positiva effekter aven efter fyra ar.

27 Se bilaga 9 i SOU 2025:19 (Regeringskansliet, 2025)
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sadana aspekter som pa ett eller annat satt kan hjalpa larare och andra intressenter
att avgora hur matematiken bor undervisas och hur den darmed boér framsta for
skolans elever.

| Sverige har vi en sammanhallen grundskola, dvs alla elever i grundskolan studerar
huvudsakligen samma matematik. Det gor att relativt mycket matematik behover
laras ut till alla, eftersom vi ju inte kan veta vilka livsval elever senare kommer att
go6ra och hur mycket och vilken matematik de kommer att ha behov eller nytta av.
Detta i sin tur gor att relativt mycket av den matematik som undervisas behover vara
framatsyftande, alltsé av sadant slag att den underlattar fortsatt matematiklarande.
Den beddmning som har gjorts ar mycket av de fardigheter i de generella och
symboliska aspekterna av matematik som gor att det blir lattare att lara sig mer
matematik, dvs fortsatta att l1ara sig i den kommande skolmatematiken. Darfor
poangteras denna del av matematiken i syftet. A andra sidan &r ju malet med
matematikundervisningen i stort att man genom att lara sig matematik i skolan ocksa
ska lara sig att anvanda matematiken i olika sammanhang. Darfér poangteras ocksa
matematikens tillampade karaktar. | dvrigt forklaras de olika komponenterna av
syftestexten i nasta avsnitt.

En sak som ocksa behdver ndmnas har ar nagot som skulle kunna varit en del av en
syftestext, men som inte ar det. En ofta diskuterad fraga i olika landers och regioners
kursplaneutveckling ar om ett visst lands eller regions speciella kultur ska avspeglas i
kursplanen. Ska det férekomma skrivningar som specificerar att undervisningen pa
olika satt ska anpassas till den kulturella variation som kan finnas inom en klass eller
annan gruppering? Man skulle kunna tanka sig en matematikundervisning som
fokuserade pa en mycket detaljerad kulturell anpassning, dar det som skiljer olika
slags matematikutdvande at mellan kulturer lyfts fram. Fértjansterna med en sadan
inriktning pa matematiken har bland annat beskrivits inom den sa kallade
etnomatematikrérelsen?®. Det kursplaneforslag som presenteras har har dock inte
gatt den vagen. Hela kursplanekonstruktionen i stort ar snarare gjord for att lyfta fram
matematikens generalitet i s& hog grad som majligt. Av det skalet undviks i
syftestexten sadant som syftar pa olikheter mellan kulturer nar det galler
anvandningen av matematik. Istallet anvands en referens till Bishops sex
matematiska aktiviteter, som aven om de i en given kultur kan arta sig pa olika satt,
samtidigt lyfter fram att anvandning av matematik praglas av vissa gemensamheter.
Denna kursplanemassiga prioritering betyder naturligtvis inte att larare inte kan valja
att anvanda specifika kulturella referenser relaterade till eleverna i den klass de
undervisar.

En motivering till varfor matematikamnet finns i skolan

| enlighet med diskussionen ovan presenteras har ett forslag pa skrivning till varfor
matematikdmnet finns i skolan. Det &r samma for alla arskurser. | Appendix B finns
forslaget atergivet i sin helhet. Har kommer vi att bryta ned det i kortare delar och
forklara den tankta betydelsen av varje sadan del for sig. Sjalva kursplanetexten ar
skriven med bla text

28 En Gversikt finns i (D’Ambrosio, 2016)
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Matematik ar en abstrakt och generell vetenskap for problemlésning,
metodutveckling och for utveckling av matematikspecifika symbolsystem.

Detta ar portalparagrafen for posten matematik i Nationalencyklopedin med ett tillagg
om att matematik i hog grad handlar om att utveckla speciella notationer, har kallade
symbolsystem?®. Denna skrivning poéangterar att malet med matematiken &ar att I6sa
problem, samtidigt som den antyder att det som gér matematiken sa pass generellt
anvandbar ar just dess abstrakta natur. Skalet att I1agga till texten om symbolsystem
ar att det i praktiken snarare ar anvandningen av matematikens symbolsystem an
dess abstraktion som gor matematiken praktiskt hanterbar. Sammantaget ger alltsa
denna inledningsmening riktningen mot att kunna I6sa problem klar och antyder att
det ar genom hantering av de matematikspecifika symbolsystemen som detta ska
ske.

Manniskor i alla kulturer skapar matematik for att kunna anvanda den till att rakna,
mata, orientera sig, hantera lekar och spel, designa och konstruera samt for att
forklara fenomen i sin omvarld. Matematik ar alltsa bade ett tillampat amne med en
mycket bred uppsattning tillampningar och en kulturféreteelse med varldsvid
spridning. Det ar darfor matematik ar ett viktigt amne i svensk skola, liksom i andra
skolsystem varlden over.

Detta styckes inledning refererar till Bishop’s arbeten om olika kulturers matematik3°.
De sex specificerade anvandningsomradena av matematik ar kanda som Bishops
sex matematiska aktiviteter och ar enligt Bishop kulturdvergripande. Bishop ar sjalv
tydlig med att olika kulturer kan utveckla valdigt olika typer av matematik, men
referensen till Bishop i den har meningen ar alltsa snarare for att lyfta fram
matematikens generella natur. Resten av stycket handlar om att matematiken
varlden 6ver bade existerar som en kulturforeteelse i sig, och for att den ar sa
anvandbar och att ett tydligt fokus pa matematik ar nagon som férenar skolsystem
varlden oOver.

Matematikens abstraktion hanteras huvudsakligen genom starkt sammanlankade
natverk av matematikspecifika begrepp, metoder och symbolsystem. Sadana
symbolsystem kan vara uttryck med siffror och andra tecken, men ocksa grafiska och
spatialt orienterade system, som till exempel tallinjer eller koordinatsystem.
Matematikens generalitet uppnas genom att samma natverk av begrepp, metoder
och resonemangsformer kan anvandas for att beskriva och modellera en vid
uppsattning av olika fenomen. Det ar den kompakta och symboliska naturen av
dessa matematikens sprak och redskap tillsammans med hur matematikens resultat
struktureras i logiskt sammanhangande system som kommer till med hjalp av logisk
slutledning som gér matematikens generalitet mojlig och goér den till ett sa viktigt
verktyg i manga olika sammanhang.

Detta stycke atervander till fragan om matematikens symboliska och kompakta natur.
Har ges ocksa vissa exempel for att forklara vad som avses. Att det i allmanhet ar
samma matematiska begrepp och notationer som kan anvandas till en stor mangd

29 Begreppet symbolsystem forklaras mer senare i detta dokument.
30 (Bishop, 1988)
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olika tillampningar ar nagot som fokuseras specifikt pa i denna kursplan. Har beskrivs
ocksa att matematiken ofta kommer till genom logiska resonemang av olika slag,
men att den anda ar effektiv for att hantera praktiska problem?3’.

Skolmatematikens syfte ar att eleverna utvecklar matematiska kunskaper och
fardigheter sa att de i sin framtid kan anvanda matematik for att tolka och vardera
situationer som ar matematiska eller dar matematiska perspektiv kan tillampas, i
arbetsliv, vardagsliv, vetenskap och media.

Det 6vergripande malet med skolans matematikundervisning ar att elever ska
utveckla kunskaper och fardigheter i att hantera matematikens sprak och redskap for
att med hjalp av dessa kunna stélla matematiska fragor och ge matematiska svar.

| dessa tva sista stycken specificeras att matematiken inte bara i stort ar att amne for
tillampning och praktisk anvandning utan att det ocksa ska vara skolmatematikens
syfte och mal. Frasen “i framtiden” ar dock avsedd att vara meningsbarande har.
Kursplanen som helhet har inte fokus pa att eleverna ska anvanda den matematik de
for tillfallet har lart sig till att 16sa elevnara problem. | linje med det som redan
beskrivits ar det snarare allt battre kunskaper och fardigheter i att hantera
matematikens sprak och redskap som mojliggor praktisk anvandning av
matematiken. | évrigt ar formuleringarna i detta stycke plockade fran den danska
KOM-rapporten som har varit en inspirationskalla for de matematiska formagor som
praglade tidigare kursplaner. Aven om inte férmagorna har samma roll nu, sa ar
sattet man formulerar sig om matematik i KOM-rapporten fortfarande viktigt.

Matematikdmnets bidrag till Iaroplanens dvergripande mal

| SOU 2025:19 anges nio forslag pa évergripande mal for skolan.
Skolans mal ar att varje elev:

e inser vardet av kunskap for mdjligheterna att forma sitt liv samt for att forsta
och intressera sig for sin omvarld lokalt, nationellt och internationellt,

e tidigt lar sig lasa, skriva och rékna samt vidareutvecklar sin féormaga att
anvanda sprak i tal och skrift och att i dvrigt dra nytta av sprak och
matematiskt tankande,

e har grundlaggande kunskaper och fardigheter inom de humanistiska,
naturvetenskapliga, praktisk-estetiska, samhallsvetenskapliga och tekniska
kunskapsomradena,

e kan bygga uppfattningar pa kunskap och kritisk grund samt férmar hantera
mangbottnade sammanhang pa ett ansvarsfullt satt utifran en bred historisk,
samtida och kulturell referensram,

e kanner till demokratins forutsattningar och villkor, kan arbeta i demokratiska
former och ta stallning pa demokratisk grund samt ar forberedd for delaktighet

31 Detta har ibland benamnts som matematikens obegripliga effektivitet, se fran s 14 och framat i
Helenius och Mouwitz (2009) fér en 6vergripande diskussion.
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och medansvar utifran de rattigheter och skyldigheter som praglar ett
demokratiskt samhalle,

e har kunskaper om foérutsattningar och dilemman som relaterar till hallbar
utveckling ur ekologiska, ekonomiska och sociala aspekter, har insikt i den
egna livsstilens betydelse for halsan, miljon och samhallet samt visar respekt
for och omsorg om bade narmiljén och miljén i ett vidare sammanhang,

e kan forsta, samspela med och respektera andra manniskor oavsett olikheter
samt tar avstand fran vald, fértryck, diskriminering och krankande behandling,

e tar ansvar for sitt larande genom egen anstréangning, uthallighet och
delaktighet samt visar respekt for och hansyn mot skolans personal och andra
elever som en del av det gemensamma ansvaret for arbetsmiljon pa skolan,

e kan gora val underbyggda val av fortsatt utbildning och yrkesinriktning samt
har inblick i kultur-, arbets- och féreningsliv.

Till det exempel pa matematikkursplan som finns i SOU 2025:19 togs ett forslag pa
text som beskriver matematikdmnets bidrag till skolans mal fram, huvudsakligen av
utredningens sekretariat®2. Nedan presenteras detta forslag i kursiv stil i delar, som
var och en kommenteras.

Amnet bidrar till att eleverna lér sig matematiskt tinkande och hur matematikens
sprak och framfér allt symbolsprak kan anvédndas for att representera icke-
matematiska fenomen och hantera dessa med matematiska metoder.

Denna del av texten fungerar bra till den kursplan som presenteras har.

Pa detta sétt bidrar &mnet till forstaelse av omvérlden pa kvantitativ och annan
matematisk grund samt fér matematikens roll inom olika delar av samhéllet.

Det skulle vara battre att ta bort delen om matematikens roll. | Nagon mening
kommer matematikstudier kanske i sig att ge viss kunskap om matematikens roll i
samhallet, men i férslaget som presenteras har finns inga sadana mal eftersom det
anses vara en samhallsvetenskaplig fragas33.

Amnets matematiska kunskapsbas bidrar dédrmed &ven till elevernas férutséttningar
att bygga uppfattningar pa kunskap samt till deras férmaga att hantera sammanhang
de stélls infér pa ett kritiskt och ansvarsfullt sétt.

Detta ar en rimlig effekt.

Amnets matematiska kunskapsbas bidrar ocksé till férstéelse fér hur demokrati
fungerar och att kunna delta i demokratin, sérskilt eftersom manga samhéllsfrégor
representeras och diskuteras i kvantitativa eller statistiska termer.

%2 Jag tog fram de andra delarna av kursplaneforslaget men var alltsa bara lite inblandad i just detta.

3 Jamfor med MacKenzies (2008) studie om effekten av Black-Scholes-Mertons formel pa Chicago-
bérsen, som ar ett utmarkt. exempel pa en studie av matematikens roll. Men det ar en sociologisk
studie, inte en matematisk.
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Detta ar rimligt, men det blir battre om man vander runt meningen lite (se forslag
nedan).

Inte minst géller detta fragor som relaterar till héllbar utveckling inom savél
ekonomiska, ekologiska som sociala omréaden.

Det ar inte givet att skolmatematiken i sig har denna effekt, men meningen kan
mjukas upp lite genom att det skriva att skolmatematiken i férlangningen kan gora
forstaelse for falt som ofta beskrivs i kvantitativa termer

| &mnesundervisningen involveras eleverna att dela sina matematiska tankar och
uppfattningar samt delta i diskussion med andra, vilket bidrar till att eleverna lar sig
att intressera sig for, férsta och respektera andras tankegangar.

Ja

Amnets konceptuella karaktér stéller eleverna infér utmaningar som bidrar till att de
l&r sig att inse vérdet av att géra sitt bdsta, vara delaktiga och ta ett gemensamt
ansvar.

Ja, men meningen kan skarpas, sarskilt i relation till skrivningarna i avsnitten
undervisningsstrategier om undervisningens sociala natur.

Genom dmnet ges eleverna inblick i metoder med relevans fér omréaden som
exempelvis natur- och samhéllsvetenskap, teknik, informationsteknologi, tillverkning,
finans och férsékring.

Ja, men detta kan bli mer specifikt.

Baserat pa denna analys foreslas foljande text (presenteras i farg for att markera att
det ar forslag till kursplanetext).

Amnet bidrar till att eleverna lar sig matematiskt tdnkande och hur matematikens
sprak och framfor allt symbolsprak kan anvandas for att representera icke-
matematiska fenomen och hantera dessa med matematiska metoder. Pa detta satt
bidrar amnet till forstaelse av omvarlden pa kvantitativ och annan matematisk grund.
Kunskap i matematik, samt vana att tilampa matematiken i olika sammanhang bidrar
aven till elevernas forutsattningar att bygga sina uppfattningar om varlden pa
kunskap samt till deras férmaga att hantera sammanhang de stalls infér pa ett kritiskt
och ansvarsfullt satt.

Manga samhallsfragor representeras och diskuteras i kvantitativa eller statistiska
termer och information presenteras ofta med hjalp av matematikens
representationsformer. Darfor bidrar ocksa sadana kunskaper som skolmatematiken
kan formedla till att elever kan ta beslut pa valinformerad grund, till exempel beslut
relaterade till demokratiska valsituationer. Detta galler sarskilt fragor om hallbar
utveckling, dar ekonomiska, ekologiska och sociala prioriteringar behdver vagas
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samman. | den matematikundervisning som rekommenderas i denna kursplan
involveras eleverna att dela sina matematiska tankar och uppfattningar samt delta i
diskussion med andra. Detta bidrar till att eleverna lar sig att intressera sig for, forsta
och respektera andras tankegangar. Amnets konceptuella karaktar stéller eleverna
infor utmaningar som bidrar till att de lar sig att inse vardet av att gora sitt basta, vara
delaktiga och ta ett gemensamt ansvar. Genom amnet ges eleverna ocksa inblick i
metoder med relevans for omraden som exempelvis natur- och samhallsvetenskap,
teknik, informationsteknologi, tillverkning, finans och forsakring.

Centrala undervisningsstrategier

Centrala undervisningsstrategier®* beror bade prioriteringar som har med
undervisningen langsiktiga effekter och rekommendationer om undervisningens
upplagg. En d6vergripande bedomning som har gjorts ar att en mycket viktig del av
hur undervisning i matematik bor bedrivas har med sjalva framstallningen av det
matematiska innehallet att géra. Darfor ar undervisningsstrategier tatt kopplade till
hur man formulerar mal och innehall fér undervisningen. Den férandring av
undervisningen® som har bedémts mest angelagen handlar om att
matematikundervisningen ur ett begreppsutvecklingsperspektiv behéver bli mer
sammanhangande?3®. Att stodja en sadan utveckling med en kursplan gors antagligen
bast genom att konstruera strukturen fér mal och innehall pa ett sa detaljerat och
sammanhangande satt som majligt. Det har varit en ambition i detta kursplanearbete.
Denna ambition har forst och framst paverkat formuleringarna inom mal och innehall,
men avsnittet Undervisningsstrategier innehaller ocksa flera formuleringar avsedda
att papeka behovet av langsiktigt sammanhangande progression.

Det finns aven andra rimliga rekommendationer for vad som ar en foredragen
matematikundervisning. Ett klassiskt problem med matematikundervisning, inte bara i
Sverige och inte bara i var tid%, ar att eleverna arbetar for mycket enskilt med
uppgifter. Det gor dels att lararresursen inte anvands effektivt, dels att eleverna inte
lar sig s& mycket som de skulle kunna géra om undervisningen var av mer
undersokande slag®. Eleverna far fa chanser att trana sin resonemangsférmaga,
problemldsningsférmaga och kommunikationsférmaga. Ett satt att med hjalp av
kursplaner forsdka motverka detta arbetssatt har i Sverige sedan 90-talet varit att
skriva in mer eller mindre tydliga beskrivningar som poangterar utveckling av sadana

34 Undervisningsstrategier ar en term som infors i laroplansutredningen SOU 2025:19, Kunskap for
alla (Regeringskansliet, 2025). Undervisningsstrategier ska beskriva lampliga aspekter av
undervisningens genomférande, som i de féregaende kursplanerna inte alls har reglerats. Skalen for
att nu inféra sadana avsnitt i kursplanerna beskrivs i avsnitten 3.2.5 och 5.2.5i SOU 2025:19.

35 | forhallande till vad man fortfarande kan anta ar forharskande (Bergqvist m.fl., 2010b, 2010a).
3% (Helenius & Ahl, 2024b, 2024a)

37 Manga av de problem med matematikundervisningen som i Sverige och pa det internationella
planet har formulerats de senaste 3—4 decennierna formulerade pa likartat satt pa 1930-talet
(Diesterweg, 1938)

3% (Bando m.fl., 2019)
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formagor hos eleverna®®. De svenska kursplanerna fran 2011 och framat har
inneburit en kulminering av dessa forsok. Som vi har argumenterat for tidigare verkar
dock inte den har typen av kursplanemal sla igenom sarskilt mycket i den praktiska
undervisningen, eller i laromedel. Som vi ocksa har argumenterat for finns fortsatt
goda skal att havda att undervisning ska involvera problemlésning, resonemang och
kommunikation. Eftersom det med den nu aktuella strukturen pa kursplanen gar att
styra och stddja med beskrivningar av 6nskvarda undervisningsstrategier finns det
vissa férhoppningar om att det ska bli lattare att vi far genomslag fér en undervisning
med tydliga inslag av problemldsning, resonemang och kommunikation.

Svensk undervisning har nu en oklar progression fran att forklara och introducera
centrala begrepp med hjalp av bilder och konkreta situationer till att stimulera
eleverna att resonera i matematikens symbolsystem4°. Darfor beskrivs relationen
mellan hur man mycket noggrant i skolmatematiken tidigare delar maste introducera
symboler och symbolsystem genom att anknyta till elevernas upplevelsebara varld
men att man i senare delen av grundskolan vill att eleverna ska ha kunskaper och
fardigheter i att resonera i symbolsystemen*'. Det finns en tydlig framskriven
progression gallande detta.

Att referera till elevernas upplevelsebara varld, istallet for till eleverna vardag, ar
ocksa ett explicit stallningstagande. Det kan finnas goda skal att i undervisning
anvanda sig att elevers olika vardagliga eller kulturella erfarenheter. Men i
kursplanen som helhet poangteras att i sa hdg grad som mdjligt anvanda sig av
referenser och representationer som ar sa stiliserade, enkla och kroppsnara som
mojligt, for att elever i s hog utstrackning som majligt ska ha likartade erfarenheter
av dessa referenser®?.

Ett ytterligare stallningstagande ar att ge specificerade undervisningsstrategier for 1—
2, 3—4, 5—7 och 7-9 var for sig, eftersom det ar en dnskvart att elever i olika aldrar
med olika kognitiva férutsattningar, som har kommit olika langt i sin
matematikutveckling behéver olika inriktning pa undervisningen. | sjalva verket har
bedémningen gjorts att det ar enklare att skriva fram en sammanhangande
progression om de olika stadierna for tydligare egna uppdrag.

| dvrigt framgar de principer for undervisning som har befunnits varda att lyfta fram
som undervisningsstrategier i kommentarerna till de specifika kursplaneforslagen i

39 Svenska kursplanearbete har i denna mening varit tydligt inspirerat fran internationellt
utvecklingsarbete (Emanuelsson m.fl., 1992; Kilpatrick m.fl., 2001; NCTM, 1989, 1991, 1995, 2000;
Niss & Jensen, 2002).

40 Detta kallas ofta att resonera abstrakt, men i detta dokument anvands nastan undantagslost
terminologin att resonera i eller med matematikens symbolsystem. Podngen med detta &r att det gar
att exakt beskriva vad utgor exempel pa sddana resonemang, eftersom symbolsystemen i sig i sjélva
verket ar hogst konkreta. Det gar ju att beskriva exakt hur symbolerna ser ut och exakt vilka
evaluerings- och manipulationsprinciper som ska galla (Ahl & Helenius, 2022; Harnad, 1990). Vad
resonera abstrakt betyder, utdver att just anvanda symbolsystemen, ar oklart eller i alla fall mycket
svart att beskriva pa ett satt som gor att man kan veta nar eleverna gor det eller e;j.

41 Detta har beskrivits med begreppet epistemologiskt skifte (Ahl & Helenius, 2021b).

42 |nspirationen ar har sa kallad embodied cognition, som den t.ex. skriv fram av Lakoff och Nufez
(2000).
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féljande avsnitt. Forslagen till undervisningsstrategier for 1-2, 3—4, 5-7 och 8-10
presenteras var for sig genom att varje stycke, eller ibland del av stycke, foljs av en
forklaringstext. For att det ska harmoniera med resten av dessa amnesspecifika
instruktioner ar sjalva forslagen till kursplanetext i farg, blatt for 1-2, gront for 3—4,
orange for 5—7 och rott for 8—10. Den kommenterande texten ar i svart. En del
formuleringar ar samma eller liknande i alla arskurser medan andra ar olika, men
varje stycke for varje stadie ges en fullstandig kommentar, aven om den ibland ar
identisk med kommentaren for motsvarande stycke for ett annat stadie.

Arskurs 1-2

Matematiken praglas av att ett relativt litet antal monster och samband anvands i
manga olika situationer. Nar man lar sig matematik ar det latt att ocksa se monster
och samband som ar felaktiga eller som inte leder till utvecklingsbara matematiska
uppfattningar. Undervisningen ska laggas upp sa att sddana icke utvecklingsbara
uppfattningar eller missuppfattningar kan synliggéras for att kunna bearbetas och
omvarderas.

Forsta meningen har relaterar tillbaka till matematikens syfte och den karaktaristiska
egenskapen att matematikens generellt tilldampbara natur kommer av dess kompakta
och abstrakta natur. Nar man anvander sig av konkreta situationer for att skapa
matematik, som man maste goéra pa lagstadiet, kan eleverna ibland se monster och
samband som inte nddvandigtvis motsvarar strukturen hos de matematiska begrepp
som ska introduceras. Undervisningen maste avsl6ja denna typ av uppfattningar och
se till att de utmanas.

Eftersom det ar mycket tidskravande att gora detta med varje elev var for sig behover
undervisningen i hog grad bygga pa aktiviteter som far elever att i helklass eller
grupp dela med sig av sina matematiska tankegangar, ta del av andras tankegangar
och delta i fokuserade diskussioner om olika matematiska fenomen. En sadan
resonemangsorienterad undervisning utvecklar ocksa elevernas férmaga att
kommunicera matematiskt.

| fortsattningen pa stycket ovan skiftas fokus till undervisningens organisation.
Principen har ar att det ar tidsmassigt och kanske aven kognitivt svart att
kontinuerligt halla koll pa vilka uppfattningar elever former pa ett individuellt plan.
Men om undervisningen bygger pa att elevernas resonemang blir kommunicerade
och darefter utmanade, sa har lararen stdrre maojligheter att fanga elevernas
uppfattningar. Att fa eleverna att pa detta satt tillsammans med andra presentera och
diskutera sina resonemang ar ocksa ett satt att utveckla férmagan att resonera,
liksom férmagan att kommunicera. | praktiken behdver undervisningen alltsa
innehalla element av kooperativt larande*3.

Dessutom behover eleverna arbeta undersdkande med problemuppgifter som har
potential att askadliggéra matematiska begrepp och metoder. | sddant arbete
forankras elevernas resonemang i deras egna etablerade tankegangar. Nar arbetet
sedan foljs upp med lararledda diskussioner har dessa storre chans att fa faste i

43 (Capar & Tarim, 2015; Johnson & Johnson, 1987, 2009; Slavin, 1996)
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eleverna, jamfoért med da lararen utan féregaende elevarbete beskriver ett begrepp
eller forklarar en metod.

Detta stycke handlar om ett undersdkande arbetssatt som har har fokus pa att elever
arbetar med uppgifter som de inte har en pa forhand given I6sningsmetod for och
som istallet ar till fér att de ska anvanda sina etablerade kunskaper och satt att tanka
for att forsdka hantera uppgiften. Om uppgiften da ar konstruerad for att
uppmarksamma vissa monster, samband eller satt att anvanda vissa
representationer sa skapas rent kognitivt en férbindelse mellan eleverna existerande
tankegangar och det nya som det ar téankt att eleven ska lara sig. Man kan dock inte
lamna eleverna med sina funderingar, utan dessa maste féljas upp i diskussioner i
grupp eller helklass, i enlighet med forsta stycket.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna dver tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig.

Denna mening handlar om att skapa en slags repetitionsstruktur. Det ar kant fran
kognitionsvetenskaplig forskning att i princip alla slags kunskaper och fardigheter
befasts battre om de tillampas i varierande sammanhang. Vi glémmer ocksa det vi
lart oss om vi inte far paminnelser. Det ar alltsa inte bra att lara ut nagot och lata
elever 6va pa det lange, och sedan vanta lange, kanske ett helt ar, innan man
aterkommer till det. Istallet ar det bra att arbete med en viss sak en kortare period
och sedan atervanda nar glomskan borjar att satta in. Att aterkalla minnen under
anstrangning, mojligen med minimal hjalp fran andra, ar ett mycket bra satt att
befasta minnen#4.

Att delta i en sadan undervisningspraktik som beskrivs ovan ar en fardighet i sig. De
tva forsta skolarens matematikundervisning ska tydligt inriktas mot att skola in
eleverna till att delta i sddan undervisning.

Detta stycke bildar en central avslutning for allt det ovanstaende. Det handlar om att
de forsta tva arens matematikundervisning har som specifikt uppdrag att skola in
eleverna i ett rikt och kommunikativt matematikundervisningssammanhang.

| sin mest effektiva form ar matematikens sprak och redskap komplexa regelsystem.
For att ge dessa system mening maste de dock till en boérjan férankras i det konkreta.
De forsta arens skolmatematik ska darfér handla om att med stdd i elevers
upplevelsebara varld introducera, forankra och anvanda sadana tankemodeller som
l&agger en stabil kognitiv grund for de viktigaste matematiska begreppen, metoderna
och resonemangsformerna, framfor allt inom den grundlaggande aritmetiken.

De barande idéerna i detta stycke ar att matematikundervisningen pa sikt, i linje med
denna kursplans huvudintentioner, behdver sikta mot att eleverna ska beharska
matematikens symbolsystem*®. | skolmatematiken inledning maste dock den

44 (Cepeda m.fl., 2008; Dunlosky m.fl., 2013; Roediger & Butler, 2011)

45 En symbol &r ett tecken som representerar nagot men dar tecknets form inte avsl6jar dess
betydelse. Siffror ar typiska exempel pa symboler. 5 skiljer sig fran Illll som representationer av talet
eller antalet fem. Symbolen 5 kan inte i sig manipuleras for att avsléja nagra egenskaper hos talet,
men lllll kan delas upp som Il och Ill och darmed som i Figur 1 avsléja en mgjlig uppdelning av talet
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huvudsakliga inriktningen vara att utnyttja de erfarenheter och intuitioner som
eleverna har for att ge mening at de matematiska begrepp som introduceras. Att
skriva elevers upplevelsebara varld*® i stallet for att referera till elevens vardag ar for
att det inte nédvandigtvis ar sarskilt bra att anvanda vardagserfarenheter. Dels kan
dessa ofta vara sa olika mellan elever att det ar svart att hitta det som funkar. Dels
kan vardagserfarenheter ibland komma med en struktur som inte passar det man vill
illustrera. Dessutom, sa snart eleverna har lart sig lite matematik, ar ju deras
upplevda verklighet praglad aven av den, inte bara av deras vardag. Alla exempel
som presenteras i dessa amnesspecifika instruktioner bygger darfér pa mycket
stiliserade standardsituationer eller pa konkreta foremal med sa lite kulturell
konnotation som mgjligt. Det betyder inte att det ar daligt att visa upp hur matematik
t.ex. forekommer i konst och kultur, men man behdver bara vara valdigt noga med
hur sadana exempel valjs. Med begrepp avses matematiskt idéinnehall (for
benamningar av sadant idéinnehall anvands termen term). Metod betyder nagot
sarskilt satt att utfora en viss klass av uppgifter. Matematiska resonemangsformer
avser sarskilda typer av tankestrukturer som ar vanliga i matematiken*’.

Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt
som betyder att undervisningen, framfor allt inom aritmetiken, ska gora matematiken
sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna.

Det har ar en paragraf som ar tankt att satta standarden for kursplanen i stort och
vilket undervisningsfokus kursplanen ar tankt att astadkomma, i och med referensen
till ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt. Termerna strukturell och algebraisk ar
delvis dverlappande, men strukturell har en lite bredare mening och syftar pa ett
fokus pa hur olika matematiska strukturer och begrepp hanger ihop. Att matematiken
for eleverna ska upplevas som sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan
motsagelser for eleverna ar ett mycket hogt stallt krav. For att det ska kunna handa
behover dels progressionen vara mycket noggrant uttankt och man kan inte
presentera ett nytt matematiskt begrepp pa ett satt som senare kommer att leda till
missuppfattningar, aven om det sattet verkar funkar bra till en borjan. | dessa
amnesspecifika instruktioner finns under Mal och innehall schematiska beskrivningar
av progressioner som sarskilt for de forsta aren ar tamligen detaljerade. Dessa
progressioner ar inte de enda majliga, men de ari alla fall konstruerade for att
forsOka att minimera kanda missuppfattningar och andra fallgropar pa sikt. Avsikten
ar att sadana progressioner just ska géra matematiken mer palitlig och forutsagbar
for eleverna.

fem. Representationer som lllII kallas ikoniska. Ett symbolsystem bestar av en begransad lista
symboler som med hjalp av ett regelsystem kan sattas samman och manipuleras for att fa olika
betydelser. Vart vanliga positionssystem med bas tio ar ett typiskt positionssystem, men vi kommer
aven sattet att skriva brak och division som a/b ar ett symbolsystem (Ahl & Helenius, 2021a, 2021b,
2022; Harnad, 1990). Denna fotnot féorekommer pa flera stallen i dokumentet.

46 Begreppet kommer fran Realistic Mathematics Education (Freudenthal, 1991).

47 Att resonera ar i grunden en mental féreteelse, men resonemang utvecklas ocksa i grupp (Mercier &
Sperber, 2017). Eftersom resonemang darmed kan goras kollektiva, ar det rimligt att tala om olika
typer eller klasser av resonemang och temen resonemangsform ar tankt att fanga detta
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Den huvudsakliga inriktningen for de forsta tva arens skolmatematik ar att eleverna
ska utveckla relevanta utvecklingsbara mentala modeller for tal och de fyra
raknesatten och hur de kan representeras. Med mentala modeller avses satt att
tanka pa tal och operationer i termer av ikoniska bildsystem och klasser av additiva
respektive multiplikativa situationer. Med utvecklingsbara menas att de modellerna
som undervisas, ska vara sadana att de ar anvandbara for berakningar och
resonemang. Modellerna ska ocksa vara sadana att de inte i elevernas framtida
matematikutveckling skapar onddiga missuppfattningar. Med relevanta menas att
modellerna ar upplevelsebara av eleverna och kan representeras och hanteras
fysiskt och konkret av eleverna i aldersgruppen samt att modellerna understodjer
utveckling av kunskap om hur man kan hantera tal och operationer med
matematikens symbolsystem.

Har beskrivs en den viktiga inriktningen att de férsta arens skolmatematik ska ha
som huvudsakligt syfta att utveckla elevernas mojligheter att l1ara sig aritmetik. Det
som avses med paragrafen i sin helhet ar att det inte ar exempelvis
berakningsstrategier som ar det huvudsakliga fokuset utan de underliggande
tankesatt som 6verhuvudtaget hjalper eleverna att forsta hur de grundlaggande
operationerna inom framst aritmetiken fungerar och fungerar tilsammans. Och de
modeller som introduceras ska alltsa valjas sa att de i sa lag grad som mogjligt leder
till senare missuppfattningar. Det betyder att en del modeller som ofta anvands i
undervisningen bor bytas ut (se mer under avsnittet Aritmetik och Mal och innehall).

De fyra raknesatten ska grupperas i additiva och multiplikativa strukturer, dar det
huvudsakliga undervisningsinnehallet under de forsta tva skolaren ar tal och additiva
strukturer. En sadan gruppering innebar till exempel att addition och subtraktion ska
undervisas tillsammans och att undervisningen ska inriktas mot att elever férstar och
kan anvanda sambandet mellan addition och subtraktion fér att bade beskriva
additiva situationer och hantera och berakna additiva uttryck. Detsamma galler for
multiplikativa strukturer och sambandet mellan multiplikation och division som dock
kan behandlas pa ett dvergripande satt de forsta tva skolaren.

Har poangteras att allt som har med addition och subtraktion att gora ska undervisas
som en sammanhangande struktur, och samma sak med allt som har med
multiplikation, division och brak att géra. Begreppen additiva respektive multiplikativa
strukturer*® ar valda for att poangtera detta. Huvudsakliga upplagg for sadan
undervisning beskrivs i detalj i avsnittet Aritmetik under Mal och innehall. Det
poangteras ocksa att det ar de additiva strukturerna som ar i absolut huvudfokus de
forsta tva aren.

Undervisningen ska ocksa behandla matematik fran omradena Samband och
funktioner, Geometri och matning, samt Statistik och sannolikhet pa ett orienterande
och dversiktligt satt och med fokus pa sadana aktiviteter som fungerar som

48 Termerna additiva strukturer och multiplikativa strukturer kommer fran Vergnaud (Vergnaud, 1979,
2009, 2020). Additiva och multiplikativa strukturer ar exempel pa ett begreppsfalt (conceptual field).
Om man tanker pa matematiken som ett stort vagnat dar alla begrepp, metoder, representationer mm
hanger ihop med varandra, sa kan man tanka pa ett begreppsfalt som en stad, dar alla begrepp
hanger extra tatt ihop via manga alternativa vagar. Denna fotnot aterkommer som paminnelse flera
ganger i texten.
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tilldmpningar pa elevernas aritmetikkunskaper. Undervisningen ska ocksa involvera
ovning i att kunna anvanda linjal och andra matverktyg, att rita strukturerade bilder

inklusive med hjalp av linjal, att klippa samt att sortera och strukturera samlingar av
objekt.

Har beskrivs att aven évriga omraden inom matematiken ska behandlas i
undervisningen, men inte med samma krav pa att de ska behéarskas. Tva skolar med
matematikundervisning ar innebar valdigt mycket tid, och det dévergripande upplagg
som foéreslas under Mal och innehall fér aritmetiken och algebran (som i dessa skolar
Overlappar nastan helt med aritmetiken) tacker langt ifran in alla denna tid. Nar andra
omraden behandlas ar det ocksa ett bra satt att tillampa kunskaper fardigheter i
aritmetik. Den sista mening kan tyckas lite val generell, men den
matematikundervisning som rekommenderas innebar i sig mycket plockande med
konkreta objekt, att kunna rita, rutmonster, pilar och pa andra satt strukturera
representationer pa papper, att klippa exempelvis rektangelfigurer med mera. Darfor
papekas det att det ar relevant att 6va pa det i samband med
matematikundervisningen. Eftersom undervisningen i sig bygger pa hantering av de
namnda representationerna, sa handlar det inte typiskt om sarskilda klippdvningar
eller dylikt utan mer om att lararen kan rikta sarskild uppmarksamhet mot elever som
kan behdva extra stod i detta.

Arskurs 3-4

| sin mest effektiva form ar matematikens sprak och redskap komplexa regelsystem.
For att ge dessa system mening maste de dock till en boérjan férankras i det konkreta.
Skolmatematiken i arskurs 3 och 4 ska handla om att med stdd i elevers
upplevelsebara varld introducera, forankra och anvanda sadana tankemodeller som
lagger en stabil kognitiv grund for de viktigaste matematiska begreppen, metoderna
och resonemangsformerna, framfor allt inom den grundlaggande aritmetiken, for att
eleverna ska bli allt battre pa att anvanda aritmetikens symbolsystem for att kunna
gora berakningar och lésa problem.

Detta stycke ar mycket likt ett motsvarande stycke i ak 1-2 men ar har placerat som
en inledning. De barande idéerna i detta stycke ar att matematikundervisningen pa
sikt, i linje med denna kursplans huvudintentioner, behéver sikta mot att eleverna ska
beharska matematikens symbolsystem?°. | skolmatematiken inledning maste dock
den huvudsakliga inriktningen vara att utnyttja de erfarenheter och intuitioner som
eleverna har for att ge mening at de matematiska begrepp som introduceras. Att

49 En symbol &r ett tecken som representerar nagot men dar tecknets form inte avsléjar dess
betydelse. Siffror ar typiska exempel pa symboler. 5 skiljer sig fran lllll som representationer av talet
eller antalet fem. Symbolen 5 kan inte i sig manipuleras for att avsldja nagra egenskaper hos talet,
men Il kan delas upp som Il och Ill och darmed som i Figur 1 avsléja en méjlig uppdelning av talet
fem. Representationer som Il kallas ikoniska. Ett symbolsystem bestar av en begransad lista
symboler som med hjalp av ett regelsystem kan sattas samman och manipuleras for att fa olika
betydelser. Vart vanliga positionssystem med bas tio ar ett typiskt positionssystem, men vi kommer
aven sattet att skriva brak och division som a/b &r ett symbolsystem (Ahl & Helenius, 2021a, 2021b,
2022; Harnad, 1990). Denna fotnot férekommer pa flera stéllen i dokumentet.
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skriva elevers upplevelsebara varld® istallet for att referera till elevens vardag ar for
att det inte nodvandigtvis ar sarskilt bra att anvanda vardagserfarenheter. Dels kan
dessa ofta vara sa olika mellan elever att det ar svart att hitta det som funkar. Dels
kan vardagserfarenheter ibland komma med en struktur som inte passar det man vill
illustrera. Dessutom, sa snart eleverna har lart sig lite matematik, ar ju deras
upplevda verklighet praglad aven av den, inte bara av deras vardag. Alla exempel
som presenteras i dessa amnesspecifika instruktioner bygger darfér pa mycket
stiliserade standardsituationer eller pa konkreta foremal med sa lite kulturell
konnotation som majligt. Det betyder inte att det ar daligt att visa upp hur matematik
t. ex. férekommer i konst och kultur, men man behdéver bara vara valdigt noga med
hur sadana exempel valjs. Med begrepp avses matematiskt idéinnehall (for
benamningar av sadant idéinnehall anvands termen term). Metod betyder nagot
sarskilt satt att utféra en viss klass av uppgifter. Matematiska resonemangsformer
avser sarskilda typer av tankestrukturer som ar vanliga i matematiken®’. | styckets
sista mening papekas att undervisningen i ak 3 och 4 ska ha en nagot tydligare
inriktning pa att utveckla elevernas kunskaper och fardigheter att anvanda
matematikens symbolsystem for att I6sa problem och gora berakningar, det vill saga
inte bara forlita sig pa andra representationer. Dessa intentioner konkretiseras under
Aritmetik i Mal och innehall.

Den huvudsakliga inriktningen skolmatematiken i arskurserna 3—4 ar att eleverna ska
fortsatta att utveckla relevanta utvecklingsbara mentala modeller for tal och de fyra
raknesatten och hur de kan representeras. Med mentala modeller avses satt att
tanka pa tal och operationer i termer av ikoniska bildsystem och klasser av additiva
respektive multiplikativa situationer. Med utvecklingsbara menas att de modeller som
undervisas, ska vara sadana att de ar anvandbara for berakningar och resonemang.
Modellerna ska ocksa vara sadana att de inte i elevernas framtida
matematikutveckling skapar onddiga missuppfattningar. Med relevanta menas att
modellerna ar upplevelsebara av eleverna och kan representeras och hanteras
fysiskt och konkret av eleverna i aldersgruppen samt att modellerna understodjer
utveckling av kunskap om hur man kan hantera tal och operationer med
matematikens symbolsystem.

Stycket ar huvudsakligen identiskt med motsvarande stycke for ak 1-2. Har beskrivs
en den viktiga inriktningen att de férsta arens skolmatematik ska ha som
huvudsakligt syfte att utveckla elevernas majligheter att Iara sig aritmetik. Det som
avses med paragrafen i sin helhet ar att det inte ar exempelvis berakningsstrategier
som ar det huvudsakliga fokuset utan de underliggande tankesatt som
overhuvudtaget hjalper eleverna att forsta hur de grundlaggande operationerna inom
framst aritmetiken fungerar och fungerar tillsammans. Och de modeller som
introduceras ska alltsa valjas sa att de i sa lag grad som majligt leder till senare
missuppfattningar. Det betyder att en del modeller som ofta anvands i
undervisningen bor bytas ut (se mer under avsnittet Aritmetik och Mal och innehall).

50 Begreppet kommer fran Realistic Mathematics Education (Freudenthal, 1991).

51 Att resonera &r i grunden en mental foreteelse, men resonemang utvecklas ocksa i grupp (Mercier &
Sperber, 2017). Eftersom resonemang darmed kan goras kollektiva, ar det rimligt att tala om olika
typer eller klasser av resonemang och termen resonemangsform ar tankt att fanga detta.
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Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt
som betyder att undervisningen, framfor allt inom aritmetiken, ska gora matematiken
sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna.

Stycket ar identiskt med motsvarande stycken for ak 1-2. Det har ar en paragraf som
ar tankt att satta standarden for kursplanen i stort och vilket undervisningsfokus
kursplanen ar tankt att astadkomma, i och med referensen till ett strukturellt
algebraiskt forhallningssatt. Termerna strukturell och algebraisk ar delvis
Overlappande, men strukturell har en lite bredare mening och syftar pa ett fokus pa
hur olika matematiska strukturer och begrepp hanger ihop. Att matematiken for
eleverna ska upplevas som sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan
motsagelser for eleverna ar ett mycket hogt stallt krav. For att det ska kunna handa
behover dels progressionen vara mycket noggrant uttankt och man ska inte
presentera ett nytt matematiskt begrepp pa ett satt som senare kommer att leda till
missuppfattningar, aven om det sattet verkar funkar bra till en borjan. | dessa
amnesspecifika instruktioner finns under Mal och innehall schematiska beskrivningar
av progressioner som sarskilt for de forsta aren ar tamligen detaljerade. Dessa
progressioner ar inte de enda majliga, men de ar i alla konstruerade for att forsoka
att minimera kadnda missuppfattningar och andra fallgropar pa sikt. Avsikten ar att
sadana progressioner just ska géra matematiken mer palitlig och férutsagbar for
eleverna.

De fyra raknesatten ska grupperas i additiva och multiplikativa strukturer. En sadan
gruppering innebar till exempel att multiplikation och division, samt den associerade
representationsformen brak ska undervisas tillsammans och att undervisningen ska
inriktas mot att elever forstar och kan anvanda sambandet mellan multiplikation och
division for att bade beskriva multiplikativa situationer och hantera och berakna
multiplikativa uttryck. For additiva strukturer ska undervisningen huvudsakligen
praglas av en konsolidering av det tidigare larandet, och att de etablerade
tankemodellerna ateranvands for att hantera brak och tal i decimalform.

Har poangteras att allt som har med multiplikation, division och brak att gora ska
undervisas som en sammanhangande struktur, vilket aven galler for additiva begrepp
som det har poangterats i motsvarande stycke for ak 1-2. Begreppet multiplikativ
strukturer ar till for att fanga detta 6vergripande sammanhang®?. Huvudsakliga
upplagg for sadan undervisning beskrivs i detalj i avsnittet Aritmetik under Mal och
innehall. Formuleringen avser att gora klart att i &k 3 och 4 ar det ett tydligt fokus pa

52 Termen additiva strukturer kommer fran Vergnaud (1979, 2009, 2020). Additiva strukturer &r ett.
exempel pa ett begreppsfalt (conceptual field). Om man tanker pa matematiken som ett stort vagnat
dar alla begrepp, metoder, representationer mm hanger ihop med varandra, sa kan man tanka pa ett
begreppsfalt som en stad, dar alla begrepp hanger extra tatt ihop via manga alternativa vagar. Denna
fotnot férekommer pa flera stéllen i texten dar termerna additiva eller multiplikativa strukturer
forekommer.
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multiplikativa strukturer. Det poangteras ocksa att det ar de additiva strukturerna som
ar i absolut huvudfokus de forsta tva aren ska konsolideras i ak 3—4.

For bade additiva och multiplikativa strukturer ska undervisningen inriktas mot att nar
matematiska situationer, som exempelvis uppgifter i textform, behandlas sa ska
eleverna forst skriva ett aritmetiskt uttryck som beskriver situationen och sedan
berakna detta uttryck. Undervisningen i arskurserna 3 och framfor allt 4 behdver
darfor innehalla uppgifter som ar svara att I6sa i huvudet men méjliga att I6sa nar
man val skrivit ned de aritmetiska uttrycken. For att elever ska lara sig att tolka
situationer behdver undervisningen ibland erbjuda uppgifter dar det inte ar pa
forhand givet om det ar en additiv eller multiplikativ situation som ska behandlas.

Detta stycke avser att beskriva att till skillnad fran i &k 1-2 ska det i &k 3—4 arbetas
mer med att dversatta praktiska situationer, t. ex. formulerade som en textuppgift, till
matematisk form. En viktig princip ar att Iara eleverna att inte direkt férsoka att 16sa
uppgiften utan att forst tolka den matematiska situationen. For att motivera eleverna
till detta behover uppgifter ibland vara konstruerade sa att de ar omdjliga att I6sa
direkt, men blir mgjliga att hantera matematisk nar man val skrivit dem som
matematiska uttryck eller representerat dem i nagon annan matematisk form. Se
Figur 14 for ett exempel.

Undervisningen ska ocksa behandla matematik fran omradena Samband och
funktioner, Geometri och matning, samt Statistik och sannolikhet pa ett orienterande
och Oversiktligt satt och med fokus pa sadana aktiviteter som fungerar som
tilldampningar pa elevernas aritmetikkunskaper som t. ex. proportionella samband och
pa begrepp som ar sarskilt avgdrande for den framtida matematikutvecklingen, t. ex.
samvariation representerad i grafer (som vaxande vaxter, temperaturférandringar),
osakerhet vid matning och geometriska figurers grundldggande egenskaper och
sadana egenskaper kan anvandas for att klassificera figurer.

Liksom i ak 1-2 ska det huvudsakliga fokuset vara pa aritmetiken och algebran, som
for dessa arskurser nastan helt dverlappar med aritmetiken. Ovriga omraden kan
behandlas mer éversiktligt och orienterande med lagre krav pa vad man férvantar sig
att eleverna ska beharska. Detta avser att ge larare mer flexibilitet i planeringen.
Jamfort med ak 1-2 poangteras dock har vissa aspekter av andra omraden som ar
sarskilt bra att eleverna tidigt far bérja bekanta sig med.

De féljande avslutande styckena ar huvudsakligen samma som finns i
Undervisningsstrategier for arskurserna 1-2, men ar har placerade som en
avslutande uppsummering, snarare an som portalparagraf for hela texten.

Matematiken praglas av att ett relativt litet antal monster och samband anvands i
manga olika situationer. Men nar man lar sig matematik ar det 1att att ocksa se
modnster och samband som ar felaktiga eller som inte leder till utvecklingsbara
matematiska uppfattningar. Undervisningen ska laggas upp sa att sadana icke
utvecklingsbara uppfattningar eller missuppfattningar kan synliggoras for att kunna
bearbetas och omvarderas.

Forsta meningen har relaterar tillbaka till matematikens syfte och den karaktaristiska
egenskapen att matematikens generellt tillampbara natur kommer av dess kompakta
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och abstrakta natur. Nar man anvander sig av konkreta situationer for att skapa
matematik, som man maste goéra pa lagstadiet, kan eleverna ibland se ménster och
samband som inte nédvandigtvis motsvarar strukturen hos de matematiska begrepp
som ska introduceras. Undervisningen maste avsldja denna typ av uppfattningar och
se till att de utmanas.

Eftersom det ar mycket tidskravande att gora detta med varje elev var for sig behover
undervisningen i hog grad bygga pa aktiviteter som far elever att i helklass eller
grupp dela med sig av sina matematiska tankegangar, ta del av andras tankegangar
och delta i fokuserade diskussioner om olika matematiska fenomen. En sadan
resonemangsorienterad undervisning utvecklar ocksa elevernas férmaga att
kommunicera matematiskt.

| denna fortsattning pa stycket ovan skiftas fokus till undervisningens organisation.
Principen har ar att det ar tidsmassigt och kanske aven kognitivt svart att
kontinuerligt halla koll pa vilka uppfattningar elever formar pa ett individuellt plan.
Men om undervisningen bygger pa att elevernas resonemang blir kommunicerade
och darefter utmanade, sa har lararen stérre mdjligheter. Att fa eleverna att pa detta
satt tillsammans med andra presentera och diskutera sina resonemang ar ocksa ett
satt att utveckla formagan att resonera, liksom formagan att kommunicera. |
praktiken behdver undervisningen alltsa innehalla element av kooperativt Iarande®3.

Dessutom behover eleverna arbeta undersdokande med problemuppgifter som har
potential att askadliggéra matematiska begrepp och metoder. | sddant arbete
forankras elevernas resonemang i deras egna etablerade tankegangar. Nar arbetet
sedan foljs upp med lararledda diskussioner har dessa storre chans att fa faste i
eleverna, an om lararen utan féregaende elevarbete beskriver ett begrepp eller
forklarar en metod.

Detta stycke handlar om ett undersdkande arbetssatt som har har fokus pa att elever
arbetar med uppgifter som de inte har en pa férhand given I6sningsmetod fér och
som istallet ar till for att de ska anvanda sina etablerade kunskaper och satt att tanka
for att forsdka hantera uppgiften. Om uppgiften da ar konstruerad for att
uppmarksamma vissa monster, samband eller satt att anvanda vissa
representationer sa skapas rent kognitivt en férbindelse mellan eleverna existerande
tankegangar och det nya som ar tankt att eleven ska lara sig. Man kan dock inte
lamna eleverna med sina funderingar, utan dessa maste féljas upp diskussioner i
grupp eller helklass, i enlighet med forsta stycket.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna dver tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig.

Denna mening handlar om att skapa en slags repetitionsstruktur. Det ar kant fran
kognitionsvetenskaplig forskning att i princip alla slags kunskaper och fardigheter
befasts battre om de tillampas i varierande sammanhang. Vi gldmmer ocksa det vi
lart oss om vi inte far paminnelser. Det ar alltsa inte bra att lara ut nagot och lata
elever dva pa det lange, och sedan vanta lange, kanske ett helt ar, innan man

53 (Capar & Tarim, 2015; Johnson & Johnson, 1987, 2009; Slavin, 1996)
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aterkommer till det. Istallet ar det bra att arbete med en viss sak en kortare period
och sedan atervanda nar glémskan borjar att satta in. Att aterkalla minnen under
anstrangning, mojligen med minimal hjalp fran andra, ar ett mycket bra satt att
befasta minnen®.

Att delta i en sadan undervisningspraktik som beskrivs ovan ar en fardighet i sig som
behover underhallas och utvecklas genom hela grundskolan.

Detta stycke bildar en central avslutning for allt det ovanstdende. Men medan
motsvarande formulering i ak 1-2 beskriver en slags inskolning, handlar det i ak 3—4
om att underhalla detta arbetssatt sa att eleverna kan utvecklas vidare.

Arskurs 5-7

Undervisningen i arskurserna 5—7 ska praglas av ett okat fokus pa formell
matematisk notation och kommunikation. Matematikens notationer och
symbolsystem ar inte bara centrala for att kommunicera matematik mellan manniskor
utan ocksa for att organisera och administrera sitt matematiska tankande. Att tydligt
och stringent kunna beskriva matematiska argument och resultat i skrift &r en
forutsattning for att kunna hantera problem vars 16sning kraver flera steg och
Overstiger vad vart arbetsminne kan hantera. Darfor ska sadan matematisk notation
vara prioriterad i arskurserna 5—7. Detta stycke poangterar att undervisningen i
arskurserna 5—7 i hogre grad ska inriktas mot att utveckla elevernas fardigheter i att
anvanda matematikens symbolsystem®® och andra satt att administrera matematiska
notationer. Skalet for det 6kade fokuset pa skriftlig kommunikation ar att de mer
komplexa matematiska problemstallningarna blir omdjliga att hantera i huvudet. Man
maste kunna dela isar problem i delproblem som behandlas var for sig. Om man da
inte pa papper eller i annan form kan teckna ned och halla ordning pa sina
resonemang kommer man inte att kunna klara av problem i flera steg som i sin helhet
Overskrider ens kognitiva férmaga. Ett 6kat fokus pa sadan skriftlig kommunikation
aven bra for att forbattra kommunikationsférmagan i sig. Detta stycke kan ses som
en naturlig progression fran motsvarande inledningsstycke for ak 3—4

Eftersom matematisk problemlésning karakteriseras av att redan kdnda metoder
kombineras ihop for att I0sa nya och mer komplexa problem ar ett viktigt fokus for
matematiken i arskurserna 5-7 att utveckla en tillrackligt omfattande samling av
matematiska situationer som eleverna kan hantera med metoder som eleverna

54 (Cepeda m.fl., 2008; Dunlosky m.fl., 2013; Roediger & Butler, 2011)

%5 En symbol &r ett tecken som representerar nagot men dar tecknets form inte avsléjar dess
betydelse. Siffror ar typiska exempel pa symboler. 5 skiljer sig fran lllll som representationer av talet
eller antalet fem. Symbolen 5 kan inte i sig manipuleras for att avsldja nagra egenskaper hos talet,
men Il kan delas upp som Il och Ill och darmed som i Figur 1 avsléja en méjlig uppdelning av talet
fem. Representationer som Il kallas ikoniska. Ett symbolsystem bestar av en begransad lista
symboler som med hjalp av ett regelsystem kan sattas samman och manipuleras for att fa olika
betydelser. Vart vanliga positionssystem med bas tio ar ett typiskt positionssystem, men vi kommer
aven sattet att skriva brak och division som a/b &r ett symbolsystem (Ahl & Helenius, 2021a, 2021b,
2022; Harnad, 1990). Denna fotnot férekommer pa flera stéllen i dokumentet.

(169) 30



kanner igen, samt att eleverna satts i situationer dar kanda Iésningar kombineras
ihop eller justeras for att I6sa nya problem.

Detta stycke innehaller en slags deklaration om karaktéaren pa matematisk
problemldsning, namligen att det inte bara handlar om att vara kreativ, utan kanske
mer om att vara kreativ genom att modifiera eller kombinera ihop redan kanda
metoder. Naturligtvis kan problemlésning aven i tidigare arskurser praglas av sadant,
men dar skrevs det snarare fram att problemlésning och understkande arbetssatt var
en del i att 1ara sig matematik i allmanhet. Detta ar aktuellt aven i ak 5—7, men alltsa
med ett Okat fokus pa att tilldampa existerande kunskaper kreativt. Denna formulering
beskriver en koppling mellan metoder och rutiner och problemldsning.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna over tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt férklarat for sig. Att anvanda kanda
metoder i nya kontexter pa ett kreativt satt eller i kombination med varandra kan
ocksa vara en del i att befasta metoderna i minnet.

Detta stycke finns aven for tidigare arskurser och ar bara lite justerat har. Det handlar
om att skapa en slags repetitionsstruktur. Det ar kant fran kognitionsvetenskaplig
forskning att i princip alla slags kunskaper och fardigheter befasts battre om de
tillampas i varierande sammanhang. Vi gldommer ocksa det vi lart oss om vi inte far
paminnelser. Det ar alltsa inte bra att lara ut nagot och lata elever 6va pa det lange,
och sedan vanta lange, kanske ett helt ar, innan man aterkommer till det. Istallet ar
det bra att arbete med en viss sak en kortare period och sedan atervanda nar
gldmskan bdorjar att satta in. Att aterkalla minnen under anstrangning, mojligen med
minimal hjalp fran andra, ar ett mycket bra sétt att befasta minnen®.

Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt forhallningssatt
som betyder att undervisningen, ska gora matematiken sammanhangande,
forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna. | arskurserna 5-7 ska det
ocksa vara ett 6kat fokus pa att arbeta i formella symbolsystem, inklusive att arbeta
med uttryck och likheter som innehaller variabler med bokstavsbeteckningar.

Detta stycke liknar motsvarande stycken for tidigare ar ar aven har en paragraf som
ar tankt att satta standarden for kursplanen i stort och vilket undervisningsfokus
kursplanen ar tankt att astadkomma, i och med referensen till ett strukturellt
algebraiskt forhallningssatt. Termerna strukturell och algebraisk ar delvis
Overlappande, men strukturell har en lite bredare mening och syftar pa ett fokus pa
hur olika matematiska strukturer och begrepp hanger ihop. Att matematiken for
eleverna ska upplevas som sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan
motsagelser for eleverna ar ett mycket hogt stallt krav. Eleverna bér nar de kommer
till mellanstadiet redan ha matematiska kunskaper och fardigheter som bildar en
sammanhangande struktur utan motsagelser och som de kan lite pa fungerar aven
framat. Men detta behover konsolideras i mellanstadiets undervisning samtidigt som
nya begrepp introduceras pa satt som ateranknyter till de tankemodeller som elever
redan har med sig. Det har betyder att mellanstadiets larare maste veta om hur

% (Cepeda m.fl., 2008; Dunlosky m.fl., 2013; Roediger & Butler, 2011)
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undervisningen pa lagstadiet har bedrivits. Den sista meningen aterupprepar fokuset
pa formella system och lagger till att man pa mellanstadiet aven ska utvidga
elevernas aritmetikkunskaper sa att de aven tacker arbete med variabler eller andra
ickenumeriska symboler.

Inom aritmetikomradet ska det vara fortsatt fokus pa multiplikativa strukturer och
sarskilt brakuttryck och hur dessa kan anvandas for att beskriva flera olika
matematiska situationer och pa hur brakuttryck hanteras i berakningar. Aven
brakuttryckens tata koppling till hanteringen av proportionella situationer ska vara i
fokus.

Denna paragraf beskriver att en stor del av undervisningen dven pa mellanstadiet
ska handla om multiplikativa strukturer®” dvs allt som har med multiplikation, division
och brak att gora, vilket inkluderar proportionella situationer och férhallanden. Det
framgar i Mal och innehall hur detta kan goéras.

| arskurserna 5—-7 behandlas matematik fran omradena Funktioner och samband,
Geometri och matning och Sannolikhet och statistik med 6kad formalitet jamfort med
den oversiktliga behandlingen i tidigare arskurser. Sarskilt viktiga fokusomraden ar
Proportioner och proportionella resonemang samt anvandandet av variabler for att
kunna stalla upp uttryck for olika matematiska situationer och berakna dessa som
ekvationer. | detta arbete ska det sarskilt fokuseras pa att eleverna lar sig att ange
argument for de likheter de staller upp.

Till skillnad fran i lagstadiet ska det i mellanstadiet Iaggas mer undervisningsfokus pa
ovriga matematikomraden. Eftersom eleverna nu ocksa ar mer kompetenta inom
aritmetik och algebra, gar det att behandla andra omraden mer formellt och inkludera
uppgifter som kraver mer fardigheter i aritmetik och algebra. Proportionella
resonemang lyfts fram som ett sarskilt viktigt omrade med tillampningar inom flera
andra matematikomraden, vilket motiverar att proportionella samband ar ett sarskilt
delomrade inom omradet Funktioner och samband.

| de tidigare arskurserna har elevernas upplevelsebara varld huvudsakligen anvants
for att skapa mening at matematiska begrepp, som exempelvis tal och operationer. |
arskurserna 5—7 ska undervisningen ocksa inkludera hur redan konsoliderade
matematikkunskaper kan anvandas for att matematisera situationer som annu inte ar
beskrivna matematiskt, beskriva och formulera sadana situationer i matematisk form,
sa att de kan hanteras med matematiska metoder. Det staller ocksa dkade krav pa
att Iosningarnas giltighet varderas i relation till originalsituationen.

Den har formuleringen bygger vidare pa formuleringar fran tidigare arskurser om att
kunna skriva ned aritmetiskt uttryck for situationer som beskrivs i uppgifter, innan
man med matematiska metoder forsoker att hantera dessa uttryck. Nu skarps detta

5 Termen multiplikativ struktur kommer fran Vergnaud (1979, 2009, 2020). Additiva och multiplikativa
strukturer ar exempel pa ett begreppsfalt (conceptual field). Om man tanker pa matematiken som ett
stort vagnat dar alla begrepp, metoder, representationer mm hanger ihop med varandra, sa kan man
tanka pa ett begreppsfalt som en stad, dar alla begrepp hanger extra tatt ihop via manga alternativa
vagar. Denna fotnot aterkommer som paminnelse flera ganger i texten.
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fokus och riktas mer mot modellering. De situationer som ska hanteras kan pa
mellanstadiet vara lite mer realistiska och darmed ibland mer svartolkade. Det kraver
ett Okat fokus pa att eleverna varderar den matematiska I6sningen i relation till den
ursprungliga problemformuleringen.

Oavsett om undervisningen handlar om att I6sa problem med hjalp av etablerade
begrepp och metoder eller om att introducera nya begrepp eller metoder ska den
praglas av ett problemldsande arbetssatt. Det betyder att eleverna ska arbeta med
uppgifter som de inte har en fardig I6sningsmetod for. Dels ar det viktigt att trana sig
pa att kunna hantera matematiska situationer dar man inte direkt ser en I6sning
framfor sig. Men ett problemldsande arbetssatt med tydlig uppféljning i helklass eller
grupp ar ocksa ett satt for lararen att fa information om hur nya begrepp och metoder
har fatt faste i elevers etablerade matematiska tdnkande. Lektioner eller
lektionssekvenser behodver ha en tydlig riktning som kan avslutas med att lIararen
samlar ihop och strukturerar det som har hant och ser till att det far en form som ar
tydligt strukturerad och garna skriver ned de viktigaste slutsatserna och i senare
undervisning tydligt plockar upp dessa igen. Detta ar en viktig del i att goéra
matematiken sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for
eleverna, och visa att ny matematik nastan alltid bygger pa redan etablerade
matematiska kunskaper.

Denna formulering féljer upp motsvarande formulering for tidigare arskurser och
handlar om problemlésning och ett undersdkande arbetssatt. Problemlésningens
koppling till rutiner och metoder berdrdes redan i stycke tva ovan, men har ar det
snarare ett problemlésande arbetssatt i stort som ligger i fokus. Liksom for tidigare ar
poangteras att problemlésning inte ar en enskild verksamhet for eleverna, utan ska
sattas i ett sammanhang dar lararen leder en uppsummerande sammanfattning av
arbetet. Detta betyder inte bara att elever eller grupper redovisar sina I6sningar, utan
att man under lararens ledning drar 6vergripande slutsatser fran arbetet. For att
detta ska vara mojligt behover alla i klassen i nagon mening arbete med problem
som handlar om samma sak. Aven om olika elever har olika kunskaper och arbetar
med problem pa olika nivaer, sa ska det alltsa finnas nagra gemensamma principer i
spel som kan bilda grund fér gemensamma slutsatser.

Arskurs 8-10

Aven avancerad matematik introduceras ofta med referenser till ikoniska bildsystem
eller konkreta foreteelser, men for att effektivt kunna arbeta matematiskt maste man
ocksa kunna arbeta med och operera direkt pa matematikens symbolsystem. Ett
fokus i arskurserna 8—10 ar darfor att elever ska kunna hantera matematiska
situationer pa ett flexibelt satt, oberoende av talomraden och talrepresentationer och
aven om kvantiteter eller objekt betecknas med variabler eller bokstaver.

Den har formuleringen har tydliga beréringspunkter med motsvarande formuleringar
for tidigare arskurser men har tas ett tydligare steg mot att eleverna maste kunna
arbete i de matematiska symbolsystemen®8. Det poangteras att ett syfte med

% En symbol &r ett tecken som representerar nagot men dar tecknets form inte avsldjar dess
betydelse. Siffror ar typiska exempel pa symboler. 5 skiljer sig fran Illll som representationer av talet
eller antalet fem. Symbolen 5 kan inte i sig manipuleras for att avsldja nagra egenskaper hos talet,
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matematikundervisningen i stort ar att eleverna nu i slutet av grundskolematematiken
inte ska begransas av talomrade eller talrepresentationer i sin hantering av uppgifter.
| stycket aterkommer ocksa formuleringen fran tidigare ar om ett algebraiskt
forhallningssatt. Progressionen fran tidigare har ar att det algebraiska
forhallningssattet initialt var till for att skapa en generell och sammanhangande
matematik, dar fa representationer och resonemangsformer kunde samla en stor
mangd matematik och matematiktillampningar. Har har vi kommit till att de kunskaper
i algebra och formell aritmetik som har byggts upp ska tillampas i vida sammanhang.

Matematikundervisningen ska alltsa praglas av ett strukturellt algebraiskt
forhallningssatt som betyder att undervisningen ska géra matematiken
sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna. Algebrans
representationsformer och metoder ska ha en tydlig roll inom alla omraden av
matematiken, sarskilt for att hantera funktioner och samband och samvariation. Nya
begrepp och representationer inom omradena Funktioner och samband, Geometri
och matning och Sannolikhet och statistik ska introduceras med okad formalitet
jamfort med den oversiktliga behandlingen i tidigare arskurser.

| linje med foregaende stycke ar det alltsd meningen att elever ska kunna hantera
brak i till exempel geometriuppgifter och att arbete med brak, eller for den delen
variabler eller andra ickenumeriska symboler inte bara kan férekomma i sarskilda
arbetsomraden utan maste pragla allt matematiskt arbete. Infor ak 8—10 ska det
mesta av aritmetiken och algebran egentligen vara avklarad. Det ar fortfarande viktigt
att hogstadiets undervisning konsoliderar denna kunskap genom att den anvands
och genom att férklaringar och principer repeteras, vilket alltsa betyder att larare pa
hdgstadiet behdver kanna till hur de centrala begreppen tidigare har behandlats. Att
skapa ett sadant sammanhang i relation till elevernas tidigare undervisning ar ett satt
att Idta matematiken forbli sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan
motsagelser for eleverna.

Undervisningen i arskurserna 8—10 ska ocksa praglas av anvandning av formell
matematisk notation och kommunikation och av att beskriva argument fér samband
och resultat med hjalp av formella resonemang. Att tydligt och stringent kunna
beskriva matematiska argument och resultat i skrift ar en forutsattning for att kunna
hantera problem vars I6sning kraver flera steg och éverstiger vad vart arbetsminne
kan hantera.

Denna formulering ar lik forsta stycket for arskurs 5—7. Att bibehalla fokus pa skriftlig
kommunikation ar for att de komplexa matematiska problemstallningarna ar omgjliga
att hantera i huvudet. Man maste kunna dela isar problem i delproblem som
behandlas var for sig, och om man da inte pa papper eller i annan form kan teckna
ned och halla ordning pa sina resonemang kommer man inte att kunna klara av
problem i flera steg som i sin helhet 6verskrider ens kognitiva formaga. Ett 6kat fokus

men Il kan delas upp som Il och Ill och darmed som i Figur 1 avsléja en méjlig uppdelning av talet
fem. Representationer som Il kallas ikoniska. Ett symbolsystem bestar av en begransad lista
symboler som med hjalp av ett regelsystem kan sattas samman och manipuleras for att fa olika
betydelser. Vart vanliga positionssystem med bas tio ar ett typiskt positionssystem, men vi kommer
aven sattet att skriva brak och division som a/b &r ett symbolsystem (Ahl & Helenius, 2021a, 2021b,
2022; Harnad, 1990). Denna fotnot férekommer pa flera stéllen i dokumentet.
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pa sadan skriftig kommunikation &ven bra for att forbattra kommunikationsformagan i
sig.

| arskurserna 8—10 ska undervisningen liksom i tidigare stadie inkludera hur redan
konsoliderade matematikkunskaper kan anvandas for att matematisera situationer
som annu inte ar beskrivna matematiskt. Det vill sdga beskriva och formulera sadana
situationer i matematisk form, sa att de kan hanteras med matematiska metoder. Det
staller 6kade krav pa att I6sningarnas giltighet varderas i relation till
originalsituationen. Sadana problem kan med férdel hamtas fran andra
amnesomraden, eller fran media, och involvera situationer dar matematik fran olika
omraden behdver kombineras. Eleverna ska fa tillfallen att anvanda den mest
avancerade matematiken de kan, vilket betyder att manga av de tillampade
problemen ska formuleras sa att olika talomraden och talrepresentationer maste
anvandas. Detta inkluderar variabler och algebraiska uttryck.

Den har formuleringen bygger vidare pa formuleringar fran tidigare arskurser om att
kunna skriva ned aritmetiska uttryck for situationer som beskrivs i uppgifter, innan
man med matematiska metoder forsOker att hantera dessa uttryck. Detta skarptes pa
mellanstadiet i riktning mot modellering dvs mot att hantera mer realistiska och
darmed ibland mer svartolkade situationer. Det kraver ett 6kat fokus pa att eleverna
varderar den matematiska I6sningen i relation till den ursprungliga
problemformuleringen. Nu skarps detta ytterligare med det ovan namnda syftet att
elever inte ska begransas av talomraden och talarpresentationer eller férekomst av
variabler.

Matematisk problemldsning ar en kreativ verksamhet dar kombinationer av kanda
metoder satts samman eller modifieras for att hantera nya situationer. Med hjalp av
ett etablerat bibliotek av matematiska situationer och tillhérande l16sningsmetoder,
som ibland kan komma fran olika delar av matematiken, skapas mojligheter att
hantera nya och mer komplexa situationer. Att utvecklas till en kreativ matematisk
problemldsare handlar inte bara om att [6sa nya problem, utan ocksa om att
analysera l6sningar och undersdka lI6sningarna giltighet for att hantera klasser av
problem som ar naraliggande originalproblemet. Pa detta satt hanger matematisk
problemlosning och metodutveckling samman.

Undervisningen ska praglas av att eleverna vanjer sig vid att hantera uppgifter de
inte pa férhand har fatt en fardig 16sningsmetod for, men dar de alltsa samtidigt kan
kanna en trygghet i att modifikationer och kombinationer av metoder och rutiner de
redan kan, troligen kommer att hjalpa dem I6sa problemet. Oavsett om
undervisningen handlar om att I6sa problem med hjalp av etablerade begrepp och
metoder eller om att introducera nya begrepp eller metoder ska den bygga pa ett
problemlésande arbetssatt. Dels ar det viktigt att trana sig pa att kunna hantera
matematiska situationer som man inte har en pa férhand given metod for att hantera.

Men ett problemlésande arbetssatt med tydlig uppféljning i helklass eller grupp ar
ocksa ett satt for elever att |ara sig och for lararen att fa information om hur nya
begrepp och metoder har fatt faste i elevers etablerade matematiska tankande.
Lektioner eller lektionssekvenser behdver ha en tydlig riktning som kan avslutas med
att lararen samlar ihop och strukturerar det som har hant och ser till att det far en
form som ar tydligt strukturerad och garna skriver ned de viktigaste slutsatserna och i
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senare undervisning tydligt plockar upp dessa igen. Detta ar en viktig del i att gora
matematiken sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for
eleverna, och visa att ny matematik nastan alltid bygger pa redan etablerade
matematiska kunskaper.

Denna formulering foljer huvudsakligen upp motsvarande formulering for
mellanstadiet och handlar om problemldsning och ett undersdkande arbetssatt.
Problemldsningens koppling till rutiner och metoder berdrdes redan ovan, men har ar
det snarare ett problemlésande arbetssatt i stort som ligger i fokus. Liksom for
tidigare ar poangteras att problemldsning inte ar en enskild verksamhet for eleverna,
utan ska sattas i ett sammanhang dar lararen leder en uppsummerande
sammanfattning av arbetet. Detta betyder inte bara att elever eller grupper redovisar
sina lésningar, utan att man under lararens ledning drar dvergripande slutsatser fran
arbetet. For att detta ska vara majligt behover alla i klassen i nagon mening arbete
med problem som handlar om samma sak. Aven om olika elever har olika kunskaper
och arbetar med problem pa olika nivaer, sa ska det alltsa finnas nagra
gemensamma principer i spel som kan bilda grund for gemensamma slutsatser. Den
avslutande formuleringen om att matematiken for eleverna ska uppfattas som
sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser far har en ny twist. |
tidigare arskurser och nar formuleringen dok upp tidigare i dessa
undervisningsstrategier handlade det i hog grad om att de tankemodeller som har
anvants i undervisningen av viktiga begrepp ska fungera i framtiden och inte behéva
bytas eller skapa onédiga missuppfattningar. Har kopplas ocksa formuleringen i fraga
till relationer mellan problemldsning och metod. Aven om problem naturligtvis kan
vara olika svara och krava olika grad av kreativitet, ska det vara klart fér eleverna att
det i huvudsak ar kombinationer eller modifikationer av etablerade metoder som ska
anvandas.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna over tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig. Att anvanda kanda
metoder i nya kontexter pa ett kreativt satt eller i kombination med varandra kan
ocksa vara en del i att befasta metoderna i minnet.

Detta stycke ar identiskt med motsvarande stycke for ak 5—7. Det handlar om att
skapa en slags repetitionsstruktur. Det ar kant fran kognitionsvetenskaplig forskning
att i princip alla slags kunskaper och fardigheter befasts battre om de tillampas i
varierande sammanhang. Vi gldmmer ocksa det vi lart oss om vi inte far paminnelser.
Det ar alltsa inte bra att lara ut nagot och lata elever dva pa det lange, och sedan
vanta lange, kanske ett helt ar, innan man aterkommer till det. Istéllet ar det bra att
arbete med en viss sak en kortare period och sedan atervanda nar glomskan borjar
att satta in. Att aterkalla minnen under anstrangning, maéjligen med minimal hjalp fran
andra, ar ett mycket bra satt att befasta minnen®°.

%9 (Cepeda m.fl., 2008; Dunlosky m.fl., 2013; Roediger & Butler, 2011)
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Amnets mal och innehall

Principer for urval och prioriteringar

Analyser av kursplaner och laromedel i lander som ar sarskilt framgangsrika i
storskaliga internationella matningar har visat att deras kursplanestrukturer ar mer
sammanhangande an lander som presterar mindre bra. Man kan saga att de mest
framgangsrika landerna inte duttar ut matematik fran olika innehallsomraden Gver
hela skoltiden utan skapar tydliga strak. Fér de mest centrala omradena ar dessa
strak langa. For andra omraden kan det finnas goda skal till att fokusera
undervisningen till senare i skolan nar eleverna redan kan mycket mer°. Det bor
alltsa vara farre fokuserade omraden tidigt i skolan och fler senare. Motsvarande
hallning praglar den kursplan som presenteras har. Det betyder att det ar betydligt
hdgre fokus pa algebra och aritmetik i de tidigare skolaren med avsikten att den
absoluta huvuddelen av aritmetiken ska ha behandlats innan mellanstadiet slut for att
sedan huvudsakligen konsolideras pa hogstadiet.

Det ar svart att saga om det som féreslas har innebar en férandrad prioritering av
mal och innehall an i nuvarande kursplan, eftersom specifikationsgraden i nuvarande
kursplan ar sa Iag att det ar svart att jamféra. Om man jamfér med laromedel och
nationella prov kan man nog saga att det inte ar nagra férandringar i vad som
prioriteras raknat i onskvarda kunskaper. Men avsikten med den kursplan som
foreslas ar ju att flera elever ska lara sig mer matematik.

Pa ett 6vergripande plan har inga forandrade prioriteringar av mal och innehall gjorts
jamfort med tidigare kursplaner. Den stora férandringen ar istallet att sarskilt vissa
delar av innehallet anges med en betydligt hogre specifikation. Det har ocksa gjorts
ett dvervagande om nar det ar lampligt att Iagga fokus pa olika matematiskt innehall.
Detta har gjort att det nu ar ett tydligt aritmetiskt och algebraiskt fokus i de tidiga
aren.

| vrigt har de prioriteringar som har gjorts handlat om att skapa ett system av mal
och innehall som i mycket hégre grad an nu ger forutsattningar for att skapa en
sammanhangande matematikundervisning i ett 1-10-perspektiv.

Problemldsning var tidigare ett centralt innehall, men ar nu inte en egen rubrik inom
Mal och innehall. Daremot ar problemldsning liksom resonemang och kommunikation
tydligt framskrivna i Undervisningsstrategier, dar det ocksa finns en progressionsidé
for dessa férmagor som gor att de inte rimligen behdver bli mindre prioriterade i
undervisningen. Det gar dessutom att argumentera for att det historiska ursprunget
till uppkomsten av dessa processmal har att géra med énskningar om en férandrad
undervisning®'. Sa nar laroplansutredningen nu dppnar for att ha skrivningar i
kursplaner om dnskvard undervisning kan man argumentera for att det som tidigare
var beskrivet som formagor man vill att eleverna ska uppna egentligen passar battre

80 (Houang & Schmidt, 2008; Valverde & Schmidt, 2000)

61 Se Boesen m fl. (2014) for en diskussion.
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som rad om hur undervisningen boér organiseras. Se diskussionen i avsnittet
Undervisningsstrategier.

Amnets centrala kunskapsomraden

Matematiken som vetenskap delas in i ett stort antal omraden och delomraden dar
nagra centrala 6vergripande omraden ar aritmetik, algebra, geometri, topologi,
analys, statistik och sannolikhet. Alla dessa omraden ar inte relevanta for
grundskolan, i alla fall inte i samma utstrackning. En del saker som strikt taget inte ar
matematiska ingar av tradition ocksa i matematikundervisningen. Tid ar till exempel
inte ett matematiskt fenomen, men att kunna mata tid ar oerhort centralt i bade
samhallet och i andra vetenskaper och tidmatning bygger i sig pa olika matematiska
representationer och principer. Darfér ingar tid, tidmatning och klockan typiskt i
matematikundervisningen och behéver darfor inga i nagot delomrade®?.

| olika skolsystem och i olika historiska perioder har olika typer av indelningar
anvands. | LGR 80 angavs till exempel huvudmomenten Problemidsning,
Grundlaggande aritmetik, Matningar och enheter, Geometri, Algebra och
funktionslara, Beskrivande statistik och sannolikhetslara samt Datalara. | LGR 94 ar
indelningen tamligen otydlig men omradena Taluppfattning, Rumsuppfattning,
Matning och geometri, Statistik samt Algebra, Ekvationer och Funktioner
forekommer. | LGR 22 hette omradena Taluppfattning och tals anvandning, Algebra,
Geometri, Statistik och sannolikhet, Samband och férandring samt Problemldsning.
Att notera om den senare uppdelningen ar att Taluppfattning och tals anvandning
inte beskriver ett matematiskt omrade utan en kombination av en mental férmaga
och ett slags tillampningsomrade for tal. Om ett omrade i kursplanen benamns
taluppfattning och tals anvandning, varfér ska inte omradet som behandlar geometri
omfatta geometriuppfattning och geometrins anvandning? | stallet for att ga at det
hallet anvands mer klassiska rubriker som beskriver det matematiska innehallet.
Aven omréadet Problemldsning &r av ett annat slag &n de omraden som beskriver
olika slags matematiskt innehall. Problemlésning ar dessutom bade en férmaga eller
kompetens, och en undervisningsaktivitet och darfér har bedomningen gjorts att
beskriva rollen av problemlésning, bade som undervisningsaktivitet och som ett mal
for kunnande, i avsnitten Undervisningsstrategier, i stallet for att ha separata mal om
problemlésning under Mal och Innehall. For att ligga narmare klassiska matematiska
uppdelningar av innehallet har aven omradet Samband och férandring bytt namn till
Funktioner och samband.

Matematiken i detta forslag till kursplan delas alltsa in i omradena Algebra,
Aritmetik, Funktioner och samband, Geometri och matning samt Statistik och
sannolikhet. Omradena beskrivs ytterligare under sina respektive rubriker nedan i
kapitlet Mal och innehall. | detta dokument finns ocksa ett sarskilt avsnitt Tekniska
hjalpmedel och programmering under mal och innehall. Det ar inte givet att detta
ska vara ett sarskilt innehallsomrade i en fardig kursplan. Men bedémningen har varit
att det ar enklare att diskutera rollen av tekniska hjalpmedel och programmering i
skolmatematiken om det kan goras i sarskild ordning och pa ett évergripande satt.

62| Singapores kursplan for arskurs 1 ar tid ett sarskilt delomrade (under métning och geometri) och
aven pengar (under Tal och Algebra)
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De 6vervagande som har gjorts om tekniska hjalpmedel och programmering finns i
motsvarande avsnitt under Mal och innehall.

Den innehallsmassiga progressionen

En foljd av att matematiken har den generella karaktaren som har beskrivits i
avsnittet om amnets syfte ar att samma begrepp, principer, metoder och tekniker
kommer att forekomma inom flera omraden, sa snart man delar upp matematiken i
omraden. Idealt skulle man kanske vilja att ett visst mal eller ett visst innehall endast
skulle forekomma under en viss rubrik. Annars riskerar man en slags
dubbelreglering. Ju finare man goér indelningen av matematiken i omraden och ju mer
specificerade mal man har, desto storre ar risken for sddan dubbelreglering.
Dubbelreglering kan goéra det svarare for en larare att veta om man har behandlat allt
innehall som kursplanen specificerar. A andra sidan, om det finns en innehallsmassig
overlapp mellan omraden, sa kanske det bidrar till att géra matematiken mer
sammanhangande, aven om larare eller laromedel férsdker beta av olika omraden pa
ett sekvenserat satt.

| vad som féljer presenteras mal och innehall tillsammans med argument och
exemplifieras for de sex beskriva innehallsomradena var for sig. Avsikten med texten
ar dels att presentera de specifika mal- och innehallspunkterna, dels att satta dem i
ett progressionssammanhang. Detta gérs genom att det for varje innehallsomrade
och i forekommande fall delomrade ges en narrativ beskrivning av innehallet i ett 1—
10-perspektiv. Eftersom det ar tankbart att personer som laser denna text inte laser
den fran parm till parm utan gar direkt in och tittar i sarskilda omraden upprepas en
del dvergripande resonemang, t. ex. om sjalva framstallningen, pa manga stallen.
Sarskilt for vissa omraden har det i arbetet med dessa amnesspecifika instruktioner
lagt valdigt mycket arbete med att skapa funktionella progressioner. Det betyder att
det inte har lags lika mycket arbete pa att skapa listor pa exakt vilka begrepp som
ska finnas med. Det kan darfor behdvas mer kontrollarbete for att se till att vissa
begrepp som rimligen bér inga inte har glémts bort.

Aritmetik

Som det har beskrivits i avsnittet Undervisningsstrategier ska aritmetiken behandlas
pa ett strukturerat algebraiskt satt. For att stddja en sadan behandling ar det bra om
aven mal och innehall formuleras sa att en strukturell progression och en évergang
till algebraiskt tankande premieras. En del i det &r ocksa att traditionellt algebraiska
satt att uttrycka generella aritmetiska samband anvands for att géra aritmetiska
samband enklare att identifiera och anvanda. Undersdkningar av existerande
laromedel har visat att stora delar av aritmetiken inte beskrivs pa ett
sammanhangande och strukturerat satt, vilket riskerar att i on6dan skapa
missuppfattningar och osakerhet hos eleverna i deras fortsatta
matematikutveckling®. | ett forsok att stddja forlag och laromedelsforfattare ges
darfor for aritmetiken (och algebran) en mer utvecklad beskrivning an vad som ges
for de andra amnesomradena. Ur ett psykologiskt inlarningsperspektiv ar aritmetiken
ihop med algebran ett mycket speciellt omrade. Med utvecklad algebraisk formalism
gar det namligen att sammanfatta hela det regelsystem som styr aritmetiken pa

8 (Helenius & Ahl, 2024b)
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nagon sida eller tva. | den har meningen verkar alltsa inte aritmetiken innehalla sa
mycket information. Men denna formalism kan inte laras ut direkt till barn utan maste
forankras i elevernas upplevelsebara varld for att fa mening. Den inledande
aritmetikundervisningen ska inte bara lara eleverna att utféra berakningar med de
fyra raknesatten utan ska ses som formerande for elevernas hela framtida
matematiska formaga. Darfér maste den vara mycket noga genomtankt. Det mal och
innehall som har valts ut ar darfor inte bara exempel pa viktiga saker att kunna, utan
ar valda sa att hela samlingen av mal och innehall tillsammans kan bilda en
fungerande 1-10-progression. | den beskrivning som foljer ar darfér avsikten vava in
punkterna fran Mal och innehall inom omradet aritmetik till en narrativ
progressionsberattelse. De specifika malen anges med blatt for arskurserna 1-2,

och rott for 8—10. Av formuleringsmassiga skal ar inte
textsnuttarna i farg exakta kopior av motsvarande kursplanetextutdrag, men det ar
vid en jamforelse uppenbart vad som avses.

Det mal och innehall som har valts ut ar i de flesta fall formulerat pa ett relativt 6ppet
satt. De exempel som ges i texten nedan ar daremot valda for att kunna bilda en
sammanhangande progression och ar beskrivna pa en finare detaljniva. Det finns
naturligtvis andra satt an det som indikeras har att bygga bra aritmetikundervisning
pa, men den beddémning som har gjorts ar att det sarskilt fér den tidiga
aritmetikundervisningen ar bra att beskriva nagra sarskilt viktiga representationer och
hur de kan anvandas tydligt. Darfor ar detta avsnitt om aritmetik tillsammans med
avsnittet om algebra mer omfangsrikt an évriga avsnitt.

Omradet aritmetik ar indelat i tre delar: Tal, Additiva strukturer och Multiplikativa
strukturer. Det finns stora 6verlapp mellan dessa tre och det ar inte meningen att de
ska kunna separeras i olika undervisningsavsnitt. Det finns dock tillrackligt stora
skillnader mellan additivt och multiplikativt tankande for att det ska vara meningsfullt
att prata om det som tva omraden. Det ar svarare att avgransa vad som ska hora till
omradet Tal (se nedan). Att anda dela upp aritmetiken i dessa tre omraden har dock
fordelen att det ar enklare att fa en dverblick dver vad som férvantas behandlas i
undervisningen. Hela aritmetikomradet har ocksa en mycket tat koppling till omradet
algebra.

Nar avsnittet nedan lases ar det vart att komma ihag att beskrivningen av hur detta
kan undervisas, dvs alla de konkreta bilderna och modellerna, bara ar en schematisk
beskrivning. Aven om texten i detta avsnitt ar relativt omfattande, sa &r det samtidigt.
ex.tremt komprimerad och informationstat. Den ar skriven for att forklara och
exemplifiera, inte for att vara en undervisningssekvens. Man maste ha i atanke att
det som beskrivs har pa nagra sidor, handlar om undervisning som ska paga i
hundratals lektioner sett dver grundskolan som helhet.

Tal

Malen och innehall inom omradet Tal listar framst olika talomraden (som formellt
kallas talringar eller talkroppar) som till exempel heltal, negativa tal, rationella tal;
olika symbolsystem (notationssystem) och andra representationer av tal. Dessutom
anges vissa sarskilda samband eller kunskaper om tal som ar mer relaterade till talen
i sig an till operationer som addition eller multiplikation. Det ar inte helt sjalvklart vad
som ska hora till omradet tal och vad som boér héra till additiva strukturer eller
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multiplikativa strukturer. | det positionssystem med basen 10 som dagligen anvands
for att representera positiva heltal betyder t. ex. 37 tre tior och en sjua. Det finns
alltsa bade en additiv komponent (tankt 30+7) och en multiplikativ komponent (tank
3-10) inbyggd i sjalva notationen. Anda har det mesta som har med notationer och
symbolsystem®# for tal placerats har.

En traditionell beskrivning av heltal och en didaktisk startpunkt for undervisningen ar
att prata om att tal anger antal (som fem kulor i en burk) och ordning (som att komma
pa tredjeplats i en tavling). Tals sa kallade kardinalegenskaper (antal) och
ordinalegenskaper (ordning) ar ocksa matematiskt fundamentala. Men i sjalva verket
ar inte ordningsegenskapen sa fundamental fér resten av grundskolans matematik.
Vad som daremot ar fundamentalt ar att veta att alla positiva heltal har en unik
efterfoljare och alla positiva heltal utom 0 en unik foregangare samt att med hjalp av
detta kunna rakna uppat och nedat. En absolut bas for aritmetiken och for matematik
over lag ar darfér talramsan, dvs den sekvens av ord som vi anvander for att verbalt
representera heltalen. Det specificeras eleverna ska kunna talramsan upp till 100,
och fran 100 och vidare, med betoning pa den repetitiva formen fran 20 och uppat.
Kursiveringen av fran 100 och vidare anger att undervisningen ska behandla hur man
sager tal storre an hundra men att det inte prioriterat att alla i en klass kan det nar de
slutar arskurs 2. Associerat till hur vi verbalt sager talen ar ocksa hur vi vanligen
skriver dem och redan i arskurs 1 och 2 ska eleverna introduceras for
positionssystemet i enkla fall och begreppen ental, tiotal och hundratal men det
rekommenderas snarare att elever i olika uppgifter far arbeta med storre tal, an att tid
agnas at formella undervisning om saken. | arskurserna 3—4 kan sedan behandlingen
av positionssystemet formaliseras nagot, genom ett tydligare fokus pa tio-gruppering
och 10:ans roll, inklusive exempel pa tiondelar. Redan fran arskurs 1 kan man dock
introducera och 6va 30... med tiotal, dvs 10, 20 30... och till exempel 23, 33, 43...
vilket nar tallinjen har introducerats (se nedan) kan kopplas till tio-hopp pa tallinjen

En mycket viktig egenskap hos tal ar att de kan delas upp i delar och sattas ihop fran
delar till helheter, den sa kallade helhet-del-delrelationen®. Sadana grupperingar av
tal ligger till grund for de flesta berakningsstrategier som eleverna ska lara sig.
5=2+3, men redan innan addition, additionstecknet, likhet och likhetstecknet har

64 En symbol &r ett tecken som representerar nagot men dar tecknets form inte avsldjar dess
betydelse. Siffror ar typiska exempel pa symboler. 5 skiljer sig fran Illll som representationer av talet
eller antalet fem. Symbolen 5 kan inte i sig manipuleras for att avsldja nagra egenskaper hos talet,
men lllll kan delas upp som Il och Ill och darmed som i Figur 1 avsléja en mgjlig uppdelning av talet
fem. Representationer som lllII kallas ikoniska. Ett symbolsystem bestar av en begrénsad lista
symboler som med hjalp av ett regelsystem kan sattas samman och manipuleras for att fa olika
betydelser. Vart vanliga positionssystem med bas tio ar ett typiskt symbolsystem, men vi kommer
aven att sdga att sattet att skriva brak och division som a/b ar ett symbolsystem.

85 En viktig aspekt av den grundlaggande taluppfattningen &r subitisering, dvs att kunna uppfatta sma
antal upp till 3 eller 4 med ett 6gonkast, utan att rékna varje objekt. En associerad férmaga ar
konceptuell subitisering som handlar om att till exempel kunna se 5 saker som en grupp av 3 och en
av 2 och darmed kunna konstatera att det ar fem, dven har utan att rakna alla. Det finns goda
argument for att undervisa subitisering, se till exempel Clements (1999). Valet har ar dock att fokusera
pa helhet-del-delrelationer och talkamrater och (se avsnittet om additiva strukturer) hur dessa explicit
kan anvandas i additioner och subtraktioner. Det ar troligen battre att hjalpa elever med svag
antalsuppfattning att hitta generella strategier som fungerar i alla talomraden och sarskilt strategier
som aven kan forstas spatialt (dvs pa tallinjen) an att lagga tid pa att arbeta med sma antal.
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introducerats kan man genom konkreta och ikoniska modeller®® arbeta med
uppdelning av tal, garna med sarskilt fokus pa talkamrater och da speciellt
femkamrater och tiokamrater®”. Genom att prata om uppdelning av tal kan man aven
fa en bra bas for att senare arbete med likhet pa formen 5=2+3 eller 2+3=4+1 dar
likhet anvands i andra sammanhang an for att indikera en genomford berakning (se
avsnittet om Algebra).

00000 @ O O

@l | | @ 00O 00
COO®0O o0 000

Figur 1. Monster med femmor i olika geometriska konfigurationer och olika farger.
Dessa monster ar alltsa olika med avseende pa farg och form, men samtidigt lika i
den specifika betydelsen att alla kan bendmnas som “tva och tre”, tva av en farg och
tre av en annan farg. Att uppfatta denna likhet och undertrycka andra olikheter ger
en forsmak om hur matematisk likhet fungerar. Likhet anvands namligen typiskt for
att beteckna att saker som ser olika ut kan betraktas som lika om nagon sarskild
likhetsegenskap ar uppfylid.

| arskurserna 3—4 fortsatter sedan arbetet med talkamrater for talen 1-20, dvs vilka
par av tal som summerar till ett visst givet tal samt med hundrakamrater med tiotal
(20 och 80) och ental (21 och 79). Aven om arbetet med talkamrater initialt kan
hanteras utan referens till addition och likhet, och utan anvandning av dessa
symboler, ar det lampligt att relativt tidigt i undervisningen inféra dessa symboler. Det
ar t. ex. redan i arskurs 1 en bra idé att introducera likhet med hjalp av femkamrater,
se Figur 30 i avsnittet Algebra. Ett skal till att helhet-del-delrelationer och
talkamratsbegreppet ar sa viktigt ar att det bildar en utvecklingsbar bas for additiva

86 Nar konkret namns i den har meningen betyder det fysiska objekt som kan manipuleras med
handerna. Bilder pa samma objekt ar inte konkret i den har meningen utan kallas en ikonisk
representation. Det ar inte alltid mojligt att uppratthalla skillnaden mellan det konkreta och ikoniska
representationer. En rektangel byggd av multilinkklossar ar till exempel konkret. Om man ritar av
rektangeln pa rutpapper ar det en ikonisk representation. Denna ar dock samtidigt konkret, eftersom
den kan manipuleras direkt med handerna och till exempel klippas i delar och sa vidare. Motsvarande
rektangel i en larobok ar dock inte langre konkret i den har meningen eftersom man typiskt inte far
klippa ut den s& att den blir manipulerbar.

67 Skalet till att femkamrater &r sarskilt viktiga bland alla talkamrater ar att fem ligger inom eller precis
utanfér vad som kan uppfattas med ett 6gonkast, sa kallad subitisering. Det ar alltsa av
utvecklingspsykologiska skal bra att arbeta mycket med femman, sa att eleverna kan uppfatta viktiga
aspekter av talens struktur i detta dverblickbara omrade. Skalet till att tiokamrater ar sarskilt viktiga ar
10:ans roll i vart positionssystem
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berakningar. Darfor finns beskrivningen av hur man kan arbeta med begreppen
under avsnittet Additiva strukturer.

| det som foljer kommer det att refereras till tva metaforer®® for tal, en baserad pa var
kognition fér antal och en baserad pa var spatiala kognition, dvs sadant som har med
rum, rorelser, positioner och avstand att gora. Inom forskningen om dyskalkuli eller
matematiksvarigheter finns det mycket som tyder pa att en del personer kan ha
svagheter i sin grundlaggande antalsuppfattning®®. P4 samma satt kan man tanka sig
att en del personer har svagheter i sin grundlaggande spatiala uppfattning. Genom
att parallellt arbeta med bade en antalsmetafor for tal och en spatial metafor, dvs
tallinjen, kan man ge fler elever chanser att anvanda sina kognitiva styrkor for att
starka sin grundlaggande taluppfattning. Ett ytterligare argument for att tidigt
introducera tallinjen ar att den bildar en overlagsen bas for att senare introducera
brak pa ett satt som undviker att eleverna formar nagra de i forskning
dokumenterade vanliga missuppfattningar som annars manga rakar ut for (se
avsnittet om brak). Tallinjen ger dessutom en bas for att forsta tal som kontinuerliga
kvantiteter.

Att utga fran en antalsmetafor i den grundlaggande undervisningen om tal ar helt
okontroversiellt och i linje med hur den mesta undervisningen redan ser ut. Det gar
dock att gora det battre eller samre och i avsnittet om Additiva strukturer beskrivs hur
vissa systematiska representera antal kan understddja elevers utveckling av
aritmetikkunskaper. Att anvanda tallinjen i den tidiga aritmetikundervisningen ar mer
kontroversiellt. Det finns det som menar att tallinjen ar en allt fér abstrakt konstruktion
som kraver mer avancerad kognition an vad sex- eller sjuaringar vanligen besitter.
Det finns ocksa de som menar att tallinjen vid addition och subtraktion kan stimulera
elever att halla kvar vid improduktiva rakna upp- och rakna ned-strategier
(enstegsrakning) i stallet for mer effektiva och utvecklingsbara strategier som bygger
pa uppdelning av del i helhet-del-delmodeller. Nar man ska introducera tallinjen
behover det darfor goras pa ett satt som pa ett direkt satt anknyter till elevernas
upplevelser av varlden, dvs till deras grundlaggande rumsuppfattning, och stimulera
till andra satt att arbete med tallinjen an att bara rora sig steg for steg. De satt att
introducera tallinjen som brukar rekommenderas bygger i allmanhet pa att man med
eleverna startar med en tallinje utan tal (siffror). | den variant som kort beskrivs har
har denna tallinje streck pa sig, men initialt alltsa inga siffror eller andra tecken som
markerar sarskilda tal. Nar tallinjen introduceras kan man exempelvis arbeta med en
tallinje med endast ett tal utsatt och fraga var andra tal ska sattas ut som i Figur 2.
Inledningsvis ar det viktigt att jobba med att talen ar positioner och langder pa
tallinjen och sarskilt med att kunna anvanda 5 och 10 som referenspunkter att utga
fran nar man vill hitta andra tal®.

% Termen metaforer &r i sig inte sa central men refererar till sa kallad embodied cognition och mer
specifikt till begreppet konceptuell metafor. Man skulle kunna saga tva ursprung till talbegreppet, tva
tolkningar av tal, eller tva aspekter av tal.

89 (Hellstrand m.fl., 2024)

0 Det finns andra dokumenterat funktionella sétt att introducera tallinjen &n de som beskrivs har, t. ex.
via kvantiteter i enlighet med Davodyv (1990) dar utgangspunkten ar jamfoérelser mellan kontinuerliga
kvantiteter (langd, area, massa etcetera) eller i enlighet med RME (Realistic mathematics education)
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Figur 2. En méjlig uppgift for att introducera tallinjen, garna med en stor tallinje som
man kan ga pa eller med en stor tallinje pa tavlan: Om 8 ar har, var ska vi satta ut
107? Var ska vi satta ut 57 Satt tillsammans ut flera tal. | teorin kan 10 vara var som
helst pa denna tallinje eftersom endast ett tal 8, ar utsatt. Men i praktiken tar elever
utan tidigare erfarenhet av tallinjen for givet att ett steg betyder 1.

Att talen pa tallinjen i forsta hand ar positioner och langder betyder att talet 8 i Figur 2
inte (i forsta hand) stér for antalet 8, som i Figur 4 C, utan snarare ar en slags adress
for var 8 hor hemma pa tallinjen. Kopplingen till antal handlar i stallet om att 8 ar just
8 steg fran positionen 0, de réda markeringarna i Figur 4 A eller att 10 ar tva steg
efter 8, grona markeringar i Figur 4 A. En konkret tallinje behdéver inte innehalla 0,
utan kan som i Figur 4 D visa ett annat utsnitt av tallinjen. Denna tallinje har ocksa en
markerad 5- och 10-struktur. Det ar mycket anvandbart att 1ara sig att anvanda 5 (15,
25 etc.) och 10 (20, 30 etc.) som referenspunkter for att hitta andra tal eftersom det
senare ar en anvandbar strategi vid additiva berakningar. Som en inledning till
additiva resonemang ar det ocksa viktigt att hantera begreppen fler och farre och
kopplingen till mer och mindre samt till talramsan och tallinjen. Klossarna i Figur 3
kan representera en konkret situation dar tva personer eller andra figurer har olika
mycket av nagot. | denna stapelform ar de bla samtidigt fler och mer (i betydelsen
langre, eller hégre) och omvant ar det roda farre (mindre, lagre, kortare). Om de bla
raknas kommer man langre i talramsan an om de roda raknas. Om staplarna stalls
bredvid varandra gar det att se hur mycket fler eller mer de bla ar. Pa en matchad
tallinje motsvarar fler, mer, langre, att komma langre bort fran 0 osv.

Figur 3. Fler bla an réda. Den bla stapeln ar ocksa mer och langre och nar langre pa
tallinjen.

dar utgangspunkten ar vardagslivskontexter (Freudenthal, 1983). Se aven Klein, Beishuizen och
Treffers (1998)
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Figur 4. A. Kopplingen mellan antal och tallinjen gar via antal steg, eller hopp mellan
olika positioner. Positionen for 8 ar bestamd som 8 steg fran 0. 10 ar tva steg efter
8. B. Det gar, och ar anvandbart, att aven koppla antal till tallinjen med objekt, som
de rdéda klossarna har. 8 kan da ses som ett slags matt pa antalet 8. C. Att tdnka sig
att positionen 8 i sig betyder antalet 8, som de 8 gréna klossarna har, ar inte en lika
utvecklingsbar representation eller tolkning av tallinjens koppling till antal. D visar en
tallinje med 5- och 10-strukturen sarskilt markerad som kan anvandas i évningar.

En tallinjeforstaelse av detta slag kan sedan enkelt utvidgas till andra talomraden
med hjalp av en enda princip, namligen att lata ett hopp eller steg, dvs en forflyttning
mellan tva narliggande tallinjemarkeringar betyda nagot annat an 1. Genom att lata
varje steg betyda 10 far man t. ex. en tallinje med tiotal. En sadan kan introduceras
pa liknande satt som féreslogs ovan, t. ex. genom att satta ut tva tiotal och fraga var
andra tiotal ska placeras, garna tilsammans med att systematiskt va pa talramsan
med tiotal, se Figur 5 E.

Pa motsvarande satt kan brak pa ett mycket fordelaktigt satt introduceras via
tallinjen. Till tallinje F (eller G) kan man (som tidigare) stélla fragan: Var ar 3? Var ar
57 Det kan man resonera sig fram till genom att upptacka att 1 motsvarar 2 steg
(eller klossar) och sedan anvanda det for att hitta 3:an och 5:an och vilket annat
heltal man vill. Men pa kdpet har man aven introducerat halvor, for ett steg pa denna
tallinje ar ju just 72 (en halv, man introducerar ordet, som eleverna typiskt redan
kanner till, och symbolen %2). En bra fortsattning ar sedan att fraga vad vi ska kalla
talet vid pilen (tre och en halv, 3 4, eller 7/2 eftersom det ar sju steg, dvs 7 halvor,
fran 0). Pa samma satt kan man jobba med tredjedelar eller andra brak som
positioner och avstand pa tallinjen, inklusive brak storre an 1 och bygga upp en mer
allman forstaelse for braksystemet, med sérskilt fokus pa namnare upp till 10, dvs
brak som 18/5, 3/7 och 6/3. Det gar ocksa att anvanda tallinjen for att, via tiondelar
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som brak, introducera tal i decimalform pa tallinjen med huvudsakligt fokus pa
tiondelar.

Efter att ha konstruerat och analyserat tallinjer for varierade tillampningar pa det har
sattet i arskurs 2 och 3 kan man ocksa prata om den allmanna principen for tallinjer:
sa snart tva punkter ar bestdmda pa en tallinje, dvs har specifika tal associerad till
sig, ar hela tallinjen bestamd. Det beror pa att ett visst fysiskt avstand pa en given
tallinje alltid motsvaras av ett visst avstand matt som ett (dimensionslost) tal.

E 10 10
! | | ! ! | ! | [ 1 1 ! ! ] ! ! ! ] | [
| I R E— — T 1 | S S R R e D S R E e
80 100
F 1 1 !
i | C L | L [T N TR S T | L
T 1 B S R NS R B B R E R R R R S R
0 2 1
c NN
L1 | 1 | L1 | L1 | L L
T t 1 1 — t T T | — —>
0 2
H 0.1
A N T T [ AN TN T Tt N N N [T TR N R N SR N
1 — — ; t | B S e S E— t t | R E—— T
0 1

Figur 5. E. En tallinje med 80 och 100 utsatt. Avstandet mellan narliggande
markeringar maste vara 10. F. En tallinje med O och 2 utsatt sa att det ar fyra steg
mellan 0 och 2. De graa och rdda talen och pilarna ska inte vara med fran borjan
utan konstrueras fram tillsammans med eleverna. Genom att férst hitta 1 kan man
se att varje steg maste vara % (och introducera symbolen om man inte gjort det
tidigare). Darefter kan man anvanda den informationen for att hitta andra heltal och
aven fraga vad vi ska kalla talet som pilen pekar pa. G ar en variant med klossar.
Med H kan man pa motsvarande satt introducera tiondelar och notationen 0,1; 1,1
OSV.

Att forsta att brak ar tal ar en i forskning mycket tydligt dokumenterat att en central
svarighet nar det galler brakbegreppet. Det kommer sig av att brak, dvs
braksymbolen, introduceras som en representation av ikoniska del-helhetsbilder. Det
ar da naturligt att fa uppfattningen att brak &r andelar. Det ar fel. Brak ar tal som dock
enkelt kan anvandas for att ange andelar (och aven kvoter, forhallanden och
skalningsfaktorer se avsnittet Multiplikativa strukturer)’!. Det huvudsakliga skalet till
att ha ett explicit mal som handlar om brak pa tallinjen ar att det bedéms som battre
att introducera brak pa det har sattet och forst senare introducera att brak kan
anvandas for att ange andelar.

" Brakbegreppets komplexitet och elevers svarigheter att forsta brak ar ett av de mest valundersokta
fenomenen i den matematikdidaktiska forskningen (Siegler m.fl., 2011; Soni & Okamoto, 2020; Steffe
& Olive, 2010; Tossavainen & Helenius, 2024; Zhang m.fl., 2015).
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En ytterligare fordel med detta satt att jobba ar att eleverna i mycket hogre
utstrackning kan dverféra sin additiva heltalsaritmetik pa tallinjen till brakaritmetik (se
avsnittet Additiva strukturer).

Allt som har namnts s& har langt ar alltsa tankt att introduceras pa lagstadiet aven
om man inte kan rakna med att alla elever lar sig det lika bra. Poangen med att
introducera detta tidigt ar i stallet att de som inte lar sig lika snabbt ska ha lang tid pa
sig. Allt som har namns sa har langt ska alltsa aven pa mellanstadiet vara en central
del av undervisningen, aven om det inte star som explicita mal. Exempelvis ska
tallinjen anvandas, dven om den inte star namnd bland malen, t.ex. for att arbeta
med brak och dvs hur tal pa formen a/b fungerar aritmetiskt. Viktiga
aspekter av brakbegreppet ar lika

Detta namns har, eftersom det har
med sjalva representationen av brak att géra. Samtidigt handlar det om strikt
multiplikativa aspekter av brak och darfor aterkommer vi till det i avsnittet
Multiplikativa strukturer, dar brak har en mycket central roll, och dar det till exempel
beskrivs exakt hur a/a=1 ska anvandas for att hantera forkortning och férlangning
och for att visa att brak ar lika. Notera att braksystemet i mal och innehall for
arskurserna 3-4 star i kursiv stil, dvs ska behandlas men inte nédvandigtvis
beharskas. Pa mellanstadiet ar det dock tankt att undervisningen ska fokusera pa att
eleverna lar sig att beharska braksystemet.

Pa mellanstadiet introduceras aven procent, dels som
och hur procentformen

De mal som handlar om procentform for att ange
andelar behandlas under Multiplikativa strukturer samt i Proportionella samband
under Funktioner och samband, tillsammans med hur brakformen kan anvandas for
att ange andelar (och férhallanden, skalfaktorer mm). Det ar en uttalad avsikt att
bade brak och procent ska ges en tatare koppling till multiplikativa relationer i
allmanhet.

Pa mellanstadiet ska ocksa behandlas mer ingaende

Det betyder att eleverna i praktiken ska kunna hantera hur stora och
hur sma tal som helst. En ny term i den har kursplanen ar

Detta betecknar att

Det ar alltsa inte bara viktigt att veta vad varje position i ett tal angivet med
positionssystemet ar vart utan eleverna ska aven flexibelt kunna “vaxla” mellan
talsorter. Detta ar sarskilt viktigt for decimaler, eftersom det ar ett praktiskt satt att
forklara varfor 0,12 &r mindre an 0,5. 1 och 2 och 0,12 star namligen inte bara for 1
tiondel och 2 hundradelar utan ocksa fér 12 hundradelar. Och 5 och 0,5 star inte bara
for 5 tiondelar utan ocksa for 50 hundradelar. Ett ytterligare skal att ha med dessa
translationsegenskaper har ar att det har bedémts vara en viktig férutsattning for att
battre forsta och kunna utféra enhetsomvandlingar. Att veta att 300 ocksa ar 0,3

2 |bland kallas brak som ar lika for ekvivalenta brak. Med den syn pa likhet som denna kursplan
bygger pa ar det dock mycket battre att sdga att braken ar lika. Likhet anvands generellt for att sdga
att tva saker som inte ser lika ut ska vara matematiskt lika. Likheten 1/2=2/4 och alla andra fall av lika
brak ar perfekta exempel. Som symboler ar ju inte 1/2 och 2/4 lika och det ar ju inte exakt samma sak
att dela ett apple i tva delar och ta en som att dela det i fyra delar och ta tva. 1/2 och 2/4 ar dock helt
oavsett detta matematiskt lika och vi skriver darfér 1/2=2/4.
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tusen gor att man utan att utféra nagra multiplikationer eller divisioner direkt kan se
att 300 gram ar 0,3 tusen gram dvs 0,3 kg eftersom ett kg ar tusen gram. En
inledning till detta tankesatt finns redan i arskurs 1-2 via formuleringen att 10 ar 1
tiotal och 10 ental. Att 100 ar 1 hundratal, 10 tiotal och 100 ental och i arskurs 3-4 att
t.ex 1 ar 0,1 tior och 10 tiondelar.

Pa mellanstadiet ska aven introduceras,

Tallinjeintroduktionen ar relativt oproblematisk, men leder inte pa ett oproblematiskt
satt till att elever kan hantera negativa tal aritmetiskt’3. Det som hander nar de
negativa talen introduceras ar nadmligen inte bara att tallinjen far en utstrackning at
det negativa hallet, befolkad av de negativa talen, utan aven att minustecknet far tva
nya betydelser, namligen for att ange det negativa talet, som i -3, och fér att ange de
negerade talet som i -a. De negativa talens aritmetik behandlas vidare under
omradena Additiva och Multiplikativa strukturer.

Upplagget i den har kursplanen betyder alltsa att eleverna pa det stora hela ha blivit
introducerade till alla representationer av tal och till multiplikativ och additiv aritmetik
med dessa representationer och pa alla talméngder som grundskolan behandlar
redan fore mellanstadiets slut. Det betyder att hdgstadiets matematik kan agnas at
att anvanda denna kunskap och naturligtvis aven paminna om den. Tva
representationer (som ocksa kan ses som symbolsystem) aterstar dock, som var och
en ocksa hor till tva narbeslaktade multiplikativa begrepp. Dar férsta ar potenser, dvs
uttryck pa formen a® och detta symbolsystems aritmetik. | a® kan a kan vara ett tal pa
vilken form som helst eller en variabel eller bokstav och b till en bérjan ar ett positivt
heltal, men senare kan vara ett negativt tal, ett brak eller ett tal pa decimalform. Det
andra ar begreppet roten ur och operationens aritmetik. Det finns ocksa en koppling

mellan brak som exponenter och n:te rétter, dvs generaliseringar av \/(7 = a'/? som
undervisningen ska behandla med som eleverna i grundskolan inte behover
beharska. Ett skal att infora detta mal ar att hela grundskolans malsystem nu bade
ger en mycket mer systematisk behandling av brak och av multiplikativa fenomen i
allmanhet. Darfor ligger de den finess det innebar att kunna anvanda brak som
exponenter i uttryck i potensform inom nara rackhall. Eftersom bade
potensnotationen och rotnotationen kan ses som satt att representera tal, dvs
symbolsystem for tal, star de namnda under rubriken tal, men eftersom de bada ar
tatt kopplade till multiplikativ aritmetik, beskriver vi vad malen betyder och hur de kan
behandlas i undervisningen under avsnittet Multiplikativa strukturer.

Mal och innehall for omradet tal i en ordnad lista:

1-2:
e Talramsan upp till 100, och fran 100 och vidare, med betoning pa den
repetitiva formen fran 20 och uppat.
e Rakna uppat och nedat, tals efterfoljare och féregangare.
e Tio-hopp och talramsan med tiotal, dvs 10, 20, 30... och till exempel 23, 33,
43, ...

3 Se Kilhamn (2011).
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[ ]
5-7:
[ ]

8-10:

Positionssystemet i enkla fall och begreppen ental, tiotal och hundratal. Att 10
ar 1 tiotal och 10 ental. Att 100 ar 1 hundratal, 10 tiotal och 100 ental.

Tal for att ange antal och ordning

Tal som antal och helhet-del-delrelationer inklusive med ikoniska
representationer

Talkamrater med sarskilt fokus pa femkamrater och tiokamrater.

Tal som position och langder pa tallinjen med sarskilt fokus pa 5 och 10 som
referenspunkter,

Fler och farre och kopplingen till mer och mindre samt till talramsan och
tallinjen

Talkamrater for talen 1-20, dvs vilka par av tal som summerar till ett visst givet
tal.

Hundrakamrater med tiotal (20 och 80) och ental (21 och 79).
Positionssystemet, inklusive exempel pa tiondelar. Att 100 ar 1 hundratal, 10
tiotal och 100 ental. Att 1 &r 0,1 tior och 10 tiondelar.

Braksystemet, med sarskilt fokus pa namnare upp till 10, dvs brak som 18/5,
3/7 och 6/3.

Brak som positioner och avstand pa tallinjen, inklusive brak storre an 1.

Tal i decimalform pa tallinjen med huvudsakligt fokus pa tiondelar.
Konstruktion och analys av tallinjer fér varierade tillampningar.

Positionssystemet, inklusive med decimaler

Positionssystemets translativa egenskaper, som att 30 ar 3 tiotal, 30 ental och
0,3 hundratal

Braksystemet, lika brak, forkortning och férlangning och rollen av 1 pa formen
ala vid férkortning och férlangning

Procentform och sambandet med hundradelar samt likheten %=1/100=0,01
och hur den kan anvandas i berakningar.

Negativa tal, inklusive pa tallinjen

Potenser, exponenter, inklusive negativa, och symbolsystemets aritmetik
Begreppet och beteckningen roten ur och operationens aritmetik.
Grundpotensform, inklusive med negativa exponenter

Kopplingen mellan brak som exponenter och n:te rétter, dvs generaliseringar

av /(a) = a'/?.

Additiva strukturer
Additiva strukturer’® handlar om allt som har med addition och subtraktion att gora.
Skalet till att man inte bara skriver addition och subtraktion ar att sjalva operationerna

74 Termen additiva strukturer kommer fran Vergnaud (1979, 2009, 2020). Additiva strukturer ar ett.
exempel pa ett begreppsfalt (conceptual field). Om man ténker pa matematiken som ett stort vagnat
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bara ar en del av den begreppsliga struktur som man vill att eleverna ska skapa.
Additiva strukturer ar ett av de mer kompakta omradena inom matematiken, i
betydelsen att det ar relativt enkelt att beskriva vad som ar viktigt att kunna. Trots att
omradet additiva strukturer ar férhallandevis okomplicerat bade matematiskt och
kognitivt ges detta omrade den mest detaljerade beskrivningen i av alla omraden
som detta dokument berér. Det beror pa att det gar att utnyttja den relativa
inkomplexiteten i det additiva omradet till att systematiskt infora manga viktiga
representationer och ett matematiskt forhallningssatt som gar ut pa att enkla
principer etablerade i heltalsomradet upp till 5 eller 20 kan generaliseras till mycket
storre tal och till andra talomraden. Men kan saga att det inte ar sarskilt viktigt att
kunna rakna ut 977+84 i huvudet, men det ar viktigt att veta att det gar att anvanda
samma princip for att goéra det som nar man raknar ut 8+6. | avsnittet beskrivs manga
olika ikoniska representationer (for helhet-del-del) och schematiska’® satt att hantera
symboliska additionsuttryck. Det ar inte nédvandigtvis sa att anvandning av exakt
dessa representationer och satt att resonera leder till att eleverna snabbare an
annars kan utfora berakningar. Representationerna och satten att resonera med dem
ar snarare valda for att pa ett effektivt och sammanhangande satt kunna skapa en
bas for att eleverna langsiktigt ska kunna hantera aritmetiska och algebraiska fragor.

| avsnittet om tal har redan tva huvudsakliga satt att forsta tal beskrivits, tal som antal
som ocksa inkluderar en forstaelse for att tal delas upp i delar och sattas ihop
(helhet-del-del) samt tal som positioner, forflyttningar och langder pa tallinjen, dvs en
spatialt grundad tolkning. Bada dessa satt att forsta tal ar mycket enkla att utvidga sa
att additiva fenomen kan hanteras och sa att man kan bygga upp langsiktigt hallbara
satt att hantera additiva operationer, dvs addition och subtraktion’®. Det finns en viss
poang i att lata lite av den inledande aritmetikundervisningen i ak 1 och kanske lite av
undervisningen i 4k 2 handla om tal utan att man samtidigt behandlar addition och
subtraktion, men ganska snart blir det helt enkelt enklare undervisa for en alltmer
forfinad och praktiskt anvandbar taluppfattning genom att samtidigt hantera sjalva
talbegreppet och additiva fenomen (och likhetsbegreppet, se avsnittet Algebra).

Mal och innehall for den additiva aritmetiken under de forsta tva skolaren har
formulerats med en mycket tydlig bas i helhet-del-delbegreppet och med
kompletterande stdd i tallinjen. De exempel pa hur detta kan behandlas i
undervisningen som kommer ges har bygger i hég grad pa strukturerade ikoniska
antalsmodeller som pa ett konkret plan kan byggas av klossar, t.ex. av typen
multilink. Det kan sakert finnas andra system av representationer att bygga den
inledande aritmetikundervisningen pa, sa de exempel som anvands i den har texten

dar alla begrepp, metoder, representationer mm hanger ihop med varandra, sa kan man tanka pa ett
begreppsfalt som en stad, dar alla begrepp hanger extra tatt ihop via manga alternativa vagar.

5 Konkreta, ikoniska och symboliska representationer har tydliga teoretiska definitioner (Ahl &
Helenius, 2021; Helenius & Ahl, accepted). Termen schematisk representation kommer att anvandas
lite luddigare, men innefattar ofta olika pilsystem, tabeller eller annan geometrisk och grafisk
information som anda inte ar ikonisk med avseende pa det som representeras.

8 Den helhet-del-delbaserade utgangspunkten som ligger till grund for denna kursplans behandling av
tal och additiva strukturer har gott stéd i forskning och ar en del av vad som ibland kallas en strukturell
ansats i for aritmetiken (Cheng, 2012; Ekdahl m.fl., 2025; Resnick, 1984) men det finns manga olika
satt att representera berakningarna.
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ska inte ses som tvingande, utan just som ett sammanhallet. exempel pa hur en
progression i den additiva aritmetiken kan byggas.

Efter att ha arbetat med vissa monster (se avsnittet algebra) och vissa aspekter av
antal och likhet utan likhetstecknet och additionstecknet kan det vara lampligt att
formellt inféra likhet principer for hur man kan visa likhet med hjalp av talkamrater
och klassar, som i Figur 30 i avsnittet algebra. Nar likhetsbegreppet val ar infort kan
man arbeta vidare med femkamrater genom att eleverna med klossar i tva farger far
bygga olika femmor. Sa smaningom kan man aven arbeta med sammanstallningar
av dessa, som i Figur 6 och efterhand under de tva forsta aren aven arbeta pa
liknande satt med tiokamrater, tjugo-kamrater och talkamrater generellt, i enlighet
med malen under avsnittet Tal.

5=5+0
5=4+1
5=3+2
5=2+3
5=1+4
5=0+5

Figur 6. De sex femkamraterna med klossar i tva farger och motsvarande
symboliska additionsuttryck. Notera att det ar battre att skriva 5=1+4 an 1+4=>5 for
att indikera att vi snarare arbetar med att dela upp 5 an att berakna en summa. | den
har bilden ar hansyn inte tagen till additionens kommutativitet, dvs bade 1+4 och
4+1 finns med. En fordel med att initialt gora s ar att man da, som har, kan bygga
uppdelningen av 5 till detta trappstegsmoénster. Genom att gora det aven i nagra
andra fall kan man inse att alla tal har ett forutsagbart antal additiva uppdelningar.
Med hansyn taget till kommutativitet finns det (N+7)/2 uppdelningar av N om N ar
udda och N/2+1 uppdelningar om N ar jamnt. Eleverna behdver sjalva arbeta
mycket med 5-kamrater innan denna bild sammanstalls och &ven om bilden for oss
ar slaende, sa kan det ta lang tid innan elever uppfattar poangen, sa detta ar nagot
man i undervisningen behdver atervanda till da och da.

De konkreta (faktiska klossar) eller ikoniska (bilder av klossar) staplarna som
exemplifieras i Figur 6 ar exempel pa en helhet-del-delrepresentationer dar hela
stapeln ar helheten och de tva fargerna delarna. Det finns skal att aven introducera
en tredelad modell for att vissa additiva relationer ska vara enklare att visa. For att
introducera en sadan modell kan det vara bra att ga via begreppen fler och farre (se
avsnittet Tal, Figur 3). Fler och farre kopplar naturligt till skillnad och (additiv)
jamforelse mellan antal som ar en av de fyra additiva situationerna’” som de forsta

7 Begreppet situation, eller egentligen klass av situationer kommer fran Vergnaud (2009). Situation ar
egentligen en kognitiv kategori, dvs nagot som individer uppfattar mentalt. For att gora situation till ett
didaktiskt begrepp maste man dock analysera dem som om de existerar oberoende av individer. |
sjalva verket behdver man som larare inte veta ndgot om den teoretiska basen fér begreppet situation.
Det racker att forsta att problemsituationer som man kan hamna i som manniska i varlden ofta kan
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arens aritmetikundervisning ska hantera (denna kvadrupel behandlas i sin helhet lite
langre ned i denna text.

Genom att anvanda en konkret situation som:
Jag har 8 bullar och du har fem bullar
och stalla fragor som:
Hur manga fler har jag?
Hur manga férre har du?
Vad ér skillnaden?

kan man arbeta med hur man kan se skillnaden. | bilden till vanster i Figur 7 finns
ingen konkret representation av det antal som utgor skillnaden (férutom majligen
fragetecknet, som sa fall kan ses som en symbolisk representation, och kan fungera
som en obekant), men i bilden till héger har den sokta skillnaden fatt en konkret
representation i form av antal (gula) klossar.

Figur 7. Till vanster 8 bla 6ver 5 réda och skillnaden representerad med symbolen 2.
Till h6ger samma figur med skillnaden representerad som gula klossar.

Vi kommer har att anvanda termen stapelmodellen’ for bilden till hdger i Figur 7 eller
samma sak byggd av konkreta klossar. Stapelmodellen ar ett exempel pa en ikonisk
helhet-del-delmodell. Skillnad-situationen med bullarna eller vilken som helst
motsvarande situation kan ocksa representeras pa tallinjen. P4 tallinjen uppkommer
inte behovet av att konkretisera skillnaden med egna klossar pa samma satt
eftersom den redan representeras av en konkret forflyttning. Det man ska vara
medveten om nar tallinjen anvands sa har ar dock att vi ju har beskrivit 5 som en
position pa tallinjen som far sitt lage unikt bestamt genom att vara 5 steg
(foérflyttningar) fran 0. Vi ville ju inte att 5 ska uppfattas som i tallinjen C Figur 4. Om
man anvander tallinjen for att representera en skillnadssituation av antalstyp (antal
bullar) ar det darfor sakrast att samtidigt arbeta med ett mellansteg i form av klossar,

delas in i klasser. Det ar till exempel latt att ténka sig klassen likadelningssituationer (man har nagra
saker som ska delas lika mellan nagra personer, och alla varianter av detta) eller klassen ldgga-ihop-
situationer (du har nagra objekt och nagra andra objekt och ska betrakta helheten, och alla varianter
av detta). Poangen med detta ar att man kan anvanda begreppet klasser av situationer for att
kategorisera situationer som kan hanteras med en viss matematisk operation, eller en viss matematisk
teknik.

78 |bland kallas detta for blockmodellen. Blockmodellen brukar ibland utvidgas till att &ven hantera
multiplikativa relationer, vilket inte gérs i denna text. Pa engelska anvands oftast termen bar model.
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som i Figur 8. Om man arbetar med en situation av typen Jag akt 8 kilometer och du
5 kilometer, vad &r skillnaden? uppkommer inte detta dversattningsproblem, eftersom
situationen i sig liksom tallinjen ar av spatial typ. | forlangningen vill man dock att
elever flexibelt ska kunna ga mellan att anvanda den spatialt baserade tallinjen och
att anvanda den antalsbaserade stapelmodellen.

Figur 8. Overst 8 bla och 5 réda klossar som tva matchade staplar. Under en tallinje
dar varje steg matchar en kloss. Skillnaden representeras i bada fallen av symbolen
? (fragetecken) som pa tallinjen direkt kan uppfattas som en forflyttning fran 8 till 5
(eller omvant) eller som (det dimensionsldsa) avstandet mellan 8 och 5.

| diskussionen sa har langt har vi anvant stapelmodellen for att representera skillnad.
Som aritmetiskt uttryck kan skillnaden representeras som 8-5=_. En stor férdel med
stapelmodellen ar dock att den kan representera bade sambandet mellan addition
och subtraktion och operationernas samband med helhet-del-delrelationer. Det
fungerar sa att den bla helheten & ena sidan &r summan av den réda och den gula,
Den gula ar skillnaden mellan den réda och den bla och den bla ar skillnaden mellan
den réda och den gula. | det konkreta exemplet har vi alltsa att 8=5+3, 8-5=3 och
8-3=5. De tre likheterna bildar tillsammans en additiv talfamilj. Detta resonemang
hanger dock inte pa de tre specifika talen 3, 5 och 8. Genom att betrakta en generell
version av stapelmodellen kan vi se att sa snart vi for vilka tal som helst har ett giltigt
additionsuttryck a+b=c, sa har vi de tva subtraktionsuttrycken c-b=a och c-a=b. Och
om vi har ett subtraktionsuttryck c-a=b sa har vi automatisk aven ett additionsuttryck
c=a+b och ett annat subtraktionuttryck c-b=a.

543=8 8-3=5 8—-5=3 a+b=c c—b=a c—a=b

Figur 9. Stapelmodellen som representation av helhet-del-del och additiva talfamiljer
i ett konkret fall och i generell mening. Aven om man inte arbetar med den generella
versionen med eleverna i lagstadiet ar den en bra illustration av den algebraiska
karaktaren av sambandet mellan addition och subtraktion.
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| arskurs 3 och 4 ska principerna om additiva talfamiljer utvidgas till sambandet
mellan additiva berakningsuttryck (5+3=_, 8—3=_) och additiva 6ppna utsagor

(8- =5, 3+ =8). Termen berakningsuttryck anvands har for en typisk berakning, dar
det som star efter likhetstecknet uppfattas som svaret. Men i detta dokument
symboliseras detta svar alltid med symbolen _ (understreck). Detta ar en slags
forberedelse for att senare lara sig att anvanda variabler och obekanta ekvationer
och uttryck’®. Sambandet mellan addition och subtraktion breddas har genom att allt
som kan ses som en subtraktion, som t.ex. skillnaden mellan 8 och 5, 8-5=_ocksa
kan ses som en 6ppen additionsutsaga 5+ =8. Att flexibelt kunna ga mellan sadana
olika satt att uppfatta samma additiva fragestallning ar bra bade nar man arbetar hur
vissa uttryck enklast kan beraknas och nar man arbetar med hur vissa situationer
enklast kan beskrivas som additiva uttryck.

Det sambandet mellan addition och subtraktion som har illustreras har, inklusive
resonemangen om dppna additionsutsagor, fungerar tillsammans med det satt som
tidigare har beskrivits for hur brak kan hanteras pa tallinjen lika bra for tal i brakform,
se Figur 83 for fallet sjattedelar. Notera aven om summan av en addition dverstiger
1, sa fungerar exakt samma representationer. Detta galler inte om man anvander
klassiska del-helhetsrepresentationer® for brak som t. ex. andelar av cirkeln.

Sa har lang har vi nastan helt hanterat addition och subtraktion pa ett strukturellt satt
(férutom kopplingen till skillnads-situationen), men en lika viktig del av det additiva
faltet ar systematiskt koppla den aritmetiska hanteringen av addition och subtraktion
till additiva situationer. For att bade hos eleverna och sig sjalv gora det additiva
begreppsfaltet dverskadligt ar det bra att identifiera de fyra klasserna av additiva
situationerna: lagga till, lagga ihop, ta bort och skillnad. Tva av dessa kallas ibland
dynamiska, for att de handlar om situationer dar nagot hander.

e Lagga till: du har 5 kulor och vinner 3 till, hur manga har du nu? 5+3=_
e Ta bort: du har 8 kulor och férlorar 3, hur manga har du nu? 8-3=_

De tva andra kallas ibland statiska for att de representerar situationer dar inget
hander utan dar den additiva relationen som eftersdoks handlar om hur man vill
betrakta relationen mellan tva existerande mangder.

e Lagga ihop: du har 5 réda och 3 gula kulor, hur manga har du tillsammans?
5+3=_
e Skillnad/jamfdrelse: Jag har 8 kulor och du har 5, hur manga fler har jag?
8-5=_
Alla dessa situationer kan ocksa formuleras sa i stallet hamnar nara en 6ppen

utsaga. Man formulerar motsvarande situationer som ovan men later “svaret” vara
givet och en av de andra mangderna vara ett saknat varde. Betrakta:

™ Diskussionen om detta aterupptas i avsnittet Funktioner och samband.

8 Genom hela detta dokument anvands termen helhet-del-del for representationer som illustrerar
additiva uppdelningar av tal och termen del-helhet fér multipliktiva relationer.
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e Lagga till, saknat varde: du har 5 kulor och vinner nagra sa att jag sen har 8,
hur manga vann jag? 5+ =8; 8-5=_

e Ta bort, saknat varde: du har 8 kulor och foérlorar nagra, sa att du sedan har 5,
hur férlorade du? 8- =5; 8-5=_

e Lagga ihop, saknat varde: du har 5 roda och nagra gula kulor, tillsammans har
du 8, hur manga gula har du? 5+_=8; 8-5=_

e Skillnad/jamforelse, saknat varde: Jag har 8 kulor och du har nagra kulor. Jag
har 3 fler an du, hur manga har du? 8- _=3; 8-3=_

Notera att det alltid ar ett aritmetiskt uttryck av typen éppen utsaga som pa det mest
direkta sattet kan modellera dessa situationer, men att det alltid ocksa gar att
modellera problemen som ett berakningsuttryck. Det finns alltsa ett samband mellan
additiva berakningsuttryck (3+5=_, 8-3=_) och additiva 6ppna utsagor (8-_=5, 3+ =8)
som man kan se redan direkt i situationerna av saknat-varde-typ, och alltsa inte bara
som tidigare beskrivits i de ikoniska stapelmodellerna eller pa tallinjen.

Alla situationerna i de atta punkterna ovan kan pa ett relativt uppenbart satt
representeras som en stapelmodell (eventuellt med ? i stallet for tom rad for det tal
som efterfragas) eller pa tallinjen. Denna lista kan naturligtvis inte undervisas som
den ar och fér manga elever kommer det att ta lang tid att upparbeta den flexibilitet
som behdvs. Det ar darfér det finns mal associerade till det har bade i arskurserna 1—
2 och 3-4.

Sa har langt har vi alltsa hanterat mal som ger mening at operationerna addition och
subtraktion och anvant ikoniska representationer (stapelmodellen) och tallinjen for 3—
4 hur operationerna strukturellt hanger ihop, och kompletterat detta med
motsvarande representationer i symbolsystemet. Nasta steg handlar om
berakningskompetens. Den centrala nyckeln till detta, sa som denna kursplan ar
skriven, handlar om att anvanda talkamrater, (additiva) uppdelningar av tal och
helhet-del-del. Dessa termer ar i den har tillampningen olika namn pa samma
fenomen, vilket manifesteras i malet: hur talkamrater, uppdelning av tal och helhet-
del-delrelationer kan anvandas vid berakningar, med skriftliga metoder och i huvudet.
Principerna varfor uppdelning, talkamrater och del-del-hehetsrelationer ar
anvandbara i additions- och subtraktionsberakningar kan illustreras redan med
berakning av 8+6. Om man inte har just den kombinationen memorerad, sa kan man
alltid for uppgifter av detta slag genom att forst ta fram tiokamraten till 8, sedan dela
upp 6 i det talet + resten. Pa ett schematiskt plan kan man saga att det handlar om
att bygga om (jamfor avsnittet om likhet under Algebra) 8+6 till 10+7?, dar fragan ar
vad ? ska vara. Skalet till att 10+? ar enklare ar att positionssystemet hjalper oss, for
med en lite okonventionell notation ar 1? svaret.
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Figur 10. Det finns en stor mangd olika ikoniska, schematiska och symboliska
representationer som kan anvandas for att illustrera additionen hur 8+6 ar lika med
additionen 10+4. Overst ikoniska versioner som bygger pa uppdelning av tal,
kombinerat med motsvarande symboluttryck. Till vanster, symboluttryck kombinerat
med en schematisk helhet-del-del-representation, i mitten med sa kallade triader.
Nederst till vanster en sa kallad omgruppering (se Figur 30). Nederst till hdger
tallinjerepresentationer. Den undre ar en tom tallinje utan streck som bara indikerar
att 6 delas upp och inte stimulerar till enstagsrakning. Oavsett hur saken
representeras ar principen att forst séka 8:ans tiokamrat (2), darefter séka 6-
kamraten till 2 (4). Det ar inte uppenbart vilken eller vilka representationer som ar
bast. Det ar dock bra att jobba med principen for hur 10 anvands som ett slags
referenstal, i ett relativt Iagt talomrade, som just additionen 8+6 representerar och
koppla detta till konkreta och ikoniska representationer. Efterhand behdver dock
eleverna kunna hantera denna princip symboliskt. Obs: principen i sig har inget med
talen 8, 6 och 14 att géra utan handlar om att dela upp en av addenderna sa att ett
lampligt referenstal kan anvandas. Sadana lampliga referenstal ar typiskt 10-tal,
100-tal. Se Figur 11.

Det principiella satt att hantera addition som har beskrivits har gar att generalisera till
andra talomraden. Liksom nar likhet introduceras (se Figur 30 och Figur 31) ar det
bra att direkt lata klassen som helhet arbete med en stor variation i svarighetsgrad.
En del elever kan behdva arbeta med klossar eller ikoniska modeller langre for att
uppfatta principerna medan andra enkelt kan generalisera principerna vidare. Genom
att skapa denna stora variation inom klassen kan larare sedan ha en rik diskussion
dar generaliseringarna kan diskuteras med utgangspunkt i olika elevers arbete.
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‘6b=10+4 B+ 6 =20+4 =24
& &

'+P=50+3=53 61—Hm+41

ORA®,

+2 +2
o N

8+6=10+4 18+6=20+4=24

+3 +20
oemma

47 +6=50+3=53 80 + 61 = 100 + 41

Figur 11. Additionuppgifter i olika talomradden dar samma princip anvands med olika
referenstal, 10, 20, 50 och 100. | de fyra dversta representationerna illustreras de
tva uppdelningarna som anvands explicit. | de fyra nedersta anvands samma
pilnotation anvands for att hantera likheter i allmanhet, se Figur 30. Observera att de
notationer man valjer att anvanda i undervisningen maste féorankras noga med
eleverna under lang tid. Har visar vi nagra olika varianter som illustration. Det gar
ocksa att anvanda den schematiska triadnotationen.

Motsvarande tekniker och notationer kan anvandas aven for subtraktion, men for att
illustrera ikoniskt eller konkret av hur uppdelningar anvands i subtraktionsfallet
behdvs troligen en stapelmodell eller nagot motsvarande. Figur 12 beskriver
oversiktligt hur detta kan goras.
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7

10 + 3
4+3

10-4=7? 3—3=0

10+3

@@=- @D

3+4

Figur 12. Subtraktion med 10 som referensvarde med stapelmodell (6verst) och som
symboliskt uttryck (underst). 7 delas upp i 3 + nagot (4) for att man identifierar 3:an i
13. Néar elever skriver det symboliska uttrycket skriver de oftast direkt 10-3-3-4, dvs
de vet att eftersom det var hela 7:an som skulle subtraheras ar det hela 3+4 som
ska subtraheras dvs bade 3 och 4 ska subtraheras. Denna situation kan vara ett
tillfalle att introduceras parentesnotationen, eftersom man da kan gora deti en
situation som eleverna sjalva har mental kontroll 6ver. Se Figur 13. Observera alltsa
att den gréna ellipsen hdr har samma betydelse som en parentes. Det finns dven
flera associerade strategier att hantera subtraktioner. For 42-17 kan det istéllet vara
enklare att I4gga till 3 till bade subtrahenden och minuenden.

En viktig detalj att observera ar att det finns en notationsmassig komplexitet i att dela
upp 7:an i 3+4 som i Figur 12. Det ar ju namligen hela 7:an som ska subtraheras, dvs
bade 3:an och 4:an. Det betyder att den gréna ellipsen ar en vasentlig del av
notationen for att indikera detta. Nar eleverna ar bekvama med det har sattet att
tanka kan man faktiskt anvanda exempel som det i Figur 12 for att inféra
parentesnotationen, se Figur 13.

10+3—\

@ = 10+3-(3+4)

3+4\/

Figur 13. Inringningen av 3+4, betyder att det ar hela 3+4 som ska subtraheras,
vilket betyder att bade 3 och 4 ska subtraheras. Parentesen ar ett satt att indikera
samma sak. Men kan tanka pa parentesen som en inringning dar taket och golvet
har tagits bort for att notationen ska kunna fa plats pa en rad.
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Pa det har sattet kan man alltsa redan i arskurs 3 och 4 forbereda eleverna for
parentesnotationen och vissa satt att resonera om den som de behover for att forsta
varfor

De notationer och representationer som har beskrivits har fungerar, om man har
introducerat brak som det foreslas i avsnittet tal, aven utfora additioner och
subtraktioner med brak med samma namnare, aven om det oftast ar enklast att
hantera dem direkt pa tallinjen. Detta utvidgas sedan pa mellanstadiet till att kunna

Som bekant
ar ju principen for detta att géra om de inblandade braken sa att de har gemensam
namnare. Eftersom tekniken for detta ar strikt multiplikativ aterkommer vi till den i
avsnittet om Multiplikativa strukturer. Observera dock att en ny princip i denna
kursplan ar att arbeta med brak multiplikativt innan man arbetar additivt med brak
med olika namnare. Det beror pa att det inte ar forran det gar att ge en multiplikativ
beskrivning av nar brak ar lika, som inte ar beroende av ikoniska bilder, som det gar
att de en riktigt bra forklaring till principen bakom férkortning och férlangning (se
avsnittet Multiplikativa strukturer).

Sa har langt har allt som beskrivits haft en tydlig inriktning mot en strukturell
forstaelse for aritmetiken i allmanhet och hur notationssystemet fungerar, inklusive
att systematiskt anvanda likheter. Dessa satt att utféra additioner och subtraktioner i
alla talomraden med positiva heltal med strategier som bygger pa uppdelning och
sammansaéttning av tal kan ocksa utvidgas till att i hégre utstrdckning bli metoder
som utnyttjar positionssystemet, till exempel formella additions- och
subtraktionsalgoritmer. Detta innehall star i kursiv stil for att man i undervisningen pa
lagstadiet, kanske framfor allt i ak 4 ska introducera eleverna till detta, men att
eleverna inte forran pa mellanstadiet behéver kunna utféra

Undervisning om addition och subtraktion behdver ta sin utgangspunkt i klasser av
additiva situationer som kan anvandas till att ge mening till operationerna. Darefter
behover eleverna dock ocksa tillagna sig tekniker for att inom matematiken hantera
addition och subtraktion genom att anvanda lampliga matematiska representationer.
Efter detta kan man atervanda till additiva situationer och lI6sa mer avancerade
problem genom att 6versatta dem till matematikens varld och hantera dem dar. Det
ar alltsa tva olika saker att anvanda konkreta situationer for att skapa mening at de
matematiska operationerna addition och subtraktion, och att anvanda sin
matematiska kunskap om operationerna for att |6sa konkreta additiva problem.
Dessa tva olika relationer mellan matematiken och den konkreta verkligheten
behdver den som undervisar halla isar. Malet att kunna satta samman tolkning av en
additiv situation (i ett steg) med representation som en ikonisk modell och som
aritmetiskt uttryck och kunna berakna utirycket handlar alltsa om att etablera ett satt
att hantera uppgifter (som nagon av de fyra additiva situationerna eller de 6ppna
varianterna) dar man inte direkt forsoker att se svaret i uppgiften utan i stallet
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representerar fragestallningen med en bild (ikoniskt) och med ett matematiskt uttryck
(symboliskt). Detta ar en mycket viktig rutin att etablera, for nar uppgifterna sedan blir
svarare maste man skriva ned den och sedan hantera dem i den formen, eftersom
de annars 6verskrider vara arbetsminnebegransningar. Att med konkret material eller
pa papper representera uppgiften och sedan dessa |6sning ar alltsa inte i férsta hand
for att man ska visa (lararen) hur man tankte utan ar en del av sjalva det
matematiska arbetet. | ak 3 och 4 skarps detta mal genom att eleverna ocksa ska
hantera additiva situationer i flera steg genom att representera dem med ikoniska
modeller och aritmetiska uttryck och berakna dem. Manga elever kan dock vara redo
att arbete med flerstegsuppgifter redan i arskurs 2 eller 1. Flerstegsuppgifter kan till
exempel se ut som i Figur 14. Om ett sadant arbetssatt etableras tidigt, ger man
eleverna en stabil bas for att fortsatta géra pa samma satt inom andra talomraden sa
att de pa mellanstadiet sedan kan

A B

Ola. Springer 130 meter. Kim Kim Springer négra meter
springer 70 meter langre an langre &n Ola. Hoda

Ola. Hoda springer 50 meter springer 50 meter langre &n
langre an Kim. Hur langt Kim. Hoda springer 250
springer Hoda? meter. Hur mycket langre &n

Ola sprang Kim?

0 =130 K= 0+?
K=0+70 H=K+50
H=K+50 H =250

Figur 14. Tva tvastegsuppgifter av vasentligt olika svarighetsgrad. | uppgift A ar
informationen och de relationer som ska anvandas givna sekventiellt sa att
informationen direkt kan hanteras nar det lases. Manga elever i arskurs 3, 4 eller
senare kan hantera en sadan uppgift i huvudet. | uppgift B ar informationen inte
given i en sadan ordning att den direkt kan anvandas i en berakning. Inte manga
elever kan hantera en sadan uppgift i huvudet. Men genom att redan for enklare
uppgifter av typen A etablera ett strategiskt satt att skriva ned den informationen
som levereras som aritmetiskta uttryck blir aven uppgifter av typen B hanterbar for
de flesta eleverna. Dessa tre uttryck kan namligen skrivas ned direkt nar
informationen levereras, ungefar som i fallet A. Nar de tre uttrycken for uppgift B val
ar nedskrivna kan de hanteras matematiskt. Den sista likheten (ekvationen, om man
vill) sager att H=250, s& vi kan byta ut H mot 250 i den andra likheten. Den blir da av
en typ som eleverna kan hantera och se att K=200. Darefter kan K i den forsta
likheten bytas ut mot 200, och sa kan aven den hanteras. O, K och H star har foér
antalet sprungna meter for de tre personerna i uppgifterna. Det ar bra att tidigt
etablera den har typen av variabelanvandning. Se vidare avsnittet Funktioner och
samband. Det gar naturligtvis aven att rita bilder eller anvanda tallinjen for att forsta
uppgiften, men att vara noga med hur informationen i uppgiften kodas om till
aritmetiska uttryck och sarskilt likheter.
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Det som aterstar att behandla har med negativa tal att géra. En ny term som infors ar
att prata om additiv invers. Det ar for att det med den terminologin gar att fa ett
mycket mer enhetligt satt att forsta likheterna mellan additiva resonemang och
multiplikativa resonemang, vilket kan I6sa manga problem som senare uppkommer i
ekvationshantering. Talen a och b ar varandras additiva inverser om de adderar till O,
dvs a+b=0. Redan tidigt kommer ju elever att vara bekanta med att till exempel 5—
5=0 och i sjalva verket att a-a=0 alltid galler, oavsett vad a ar. Men det vi vill ha ar ju
nagot som uppfyller likheten a+_=0, eller for att ta ett konkret fall, 5+_=0. Ett vanligt
satt att uppfinna de negativa talen ar via termometern och sedan tallinjen (som vi har
varit inne pa). Det finns etablerade exempel pa hur detta kan géras och vi beskriver
det inte i detalj har. En alternativ eller kompletterande variant kan dock vara att ga
tillbaka till en av de situationerna som anvandes for att motivera operationen
addition, namligen lagga till (den dynamiska additionssituationen). Vi har 5. Vi vill
skapa ett tal som har egenskapen att om vi adderar det till 5 s& far vi 0. Vi ger helt
enkelt det talet namnet minusfem®’ och symbolen -5. Obs att det ar viktigt att prata
om att -5 ar en symbol for ett tal (precis som 10 ar en symbol byggd av tva). Talet -5
har alltsa egenskapen att om man lagger till det, dvs adderar det till nagot sa blir det
mindre. Addera -5 ar samma sak som att subtrahera 5 och det nya talet med denna
egenskap uppfyller var 6nskan, dvs 5+-5=0. P4 samma satt fungerar subtraktion av -
5 precis som addition av 5, dvs -(-5) =5 (oavsett om det forsta minustecknet noterar
en subtraktion eller negation. | praktiska sammanhang lagger man till en parentes
nar man skriver detta uttryck, dvs man skriver 5+(-5) men den parentesen har ingen
som helst matematisk funktion. Man kan saga att parentesen bara ar till for att det
ska bli lite lattare att hitta de negativa talen och att det ska bli mindre risk for
felskrivning nar man vill skriva tva minustecken efter varandra. Av detta resonemang
kan man redan dra slutsatsen att addition av -5 fungerar exakt som subtraktion av 5,
och omvant galler det alltid att av ett tal fungerar som

En sista teknisk detalj nar det galler additiva aspekter av negativa tal ar
parentesnotationen i fallet -(3+4) eller i operationen a-(3+4) eller i -(5-7) eller a-(5-7).
Oavsett om minustecknet betraktas som en operation eller som negation sa spelar
parentesen har en viktig roll for att indikera att det som stor inuti parentesen ska ses
som en enhet som ska negeras eller subtraheras. Att det ar hela 3+4 som ska
subtraheras eller negeras betyder att bade 3 och 4 ska subtraheras eller negeras,
dvs -(3+4) =-3-4 och pa samma satt ar -(5-7) =-5-(-7) dvs -5+7.

Oavsett om uttrycket
galler alltsa att (5-7) = -5+7.

Med en sadan har syn pa negation (och additiv invers) hander egentligen inget nytt
nar det galler nar man infor
fortsatter att fungera likadant. Att a+b=c hanger ihop med c-b=a

81 Det kan i bérjan vara bra att uttala det som ett ord for att poéngtera att det &r ett tal och inte
subtraktion av ett tal samtidigt som man pratar om att -5 &r en symbol (byggd av tva, som aven 10 ar
byggd av tva symboler).
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och c-a=b fortsatter ju att galla nagot av talen ar negativt. till exempel ar 10+(-4) =6,
sé& darfor ar aven 6-(4) =10 och 6-10= (-4). Aven sambandet mellan additiva
berakningsutiryck och additiva oppna utsagor fortsatter av nastan samma skal att
galla aven for negativa tal

Nar vi kommer till h6gstadiet ska alltsa ha fatt med sig de kraftfulla representationer
och strategier de behdver for att kunna hantera tal additivt inom alla talomradet som
behandlas i grundskolan. Hogstadiet undervisning inom omradet handlar alltsa mer
om att konsolidera genom att lata eleverna anvanda additioner och subtraktioner
inom alla talomraden, med tal i decimalform (positionssystemsform) och brakform,
inklusive med negativa tal och med variabler och ofta paminna om centrala samband
och effektiva strategier.

Mal och innehall for omradet additiva strukturer i en ordnad lista:

1-2:

e De fyra additiva situationerna, lagga till, lagga ihop, ta bort och skillnad.

e Representation av additiva situationer med ikoniska helhet-del-delmodeller,
och pa tallinjen samt med aritmetiska uttryck.

e Sambandet mellan addition och subtraktion och operationernas samband med
helhet-del-delrelationer samt additionens kommutativitet
Additiva talfamiljer
Hur talkamrater, uppdelning av tal och helhet-del-delrelationer kan anvandas
vid berakningar, med skriftliga metoder och i huvudet.

e Satta samman tolkning av en additiv situation (i ett steg) med representation
som en ikonisk modell och som aritmetiskt uttryck och kunna berakna
uttrycket.

Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for tal i brakform.
Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck (3+5=_,
8—-3=_) och additiva dppna utsagor (8-_=5, 3+ =8).

e Utfora additioner och subtraktioner i alla talomraden med positiva heltal med
strategier som bygger pa uppdelning och sammansattning av tal och metoder
som utnyttjar positionssystemet, och aven formella additions- och
subtraktionsalgoritmer.

Utféra additioner och subtraktioner med brak med samma namnare
Hantera additiva situationer i flera steg genom att representera dem med
ikoniska modeller och aritmetiska uttryck och berakna dem.

o7

e Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for negativa tal

e Subtraktion som addition av den additiva inversen, inklusive med negativa tal
e Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck

(3+5=_, 8-3=_) och additiva dppna utsagor (8- =5, 3+ =8) inklusive med

negativa tal
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8-10:
e Additioner och subtraktioner inom alla talomraden, med tal i decimalform
(positionssystemsform) och brakform, inklusive med negativa tal och med
variabler.

Multiplikativa strukturer

Multiplikativa strukturer handlar om allt som har med multiplikation, division, brak och
flera relaterade begrepp att gora. Liksom for additiva strukturer ar avsikt med den har
kursplanen att skapa en sammanhangande behandling av omradet ur ett 1-10-
perspektiv. Punkterna i Mal och innehall ar valda for att géra en sadan progression
mojlig och féorhoppningsvis gora det mindre troligt att omradet multiplikativa strukturer
behandlas pa ett osammanhangande séatt som skapar manga missuppfattningar®?.
Liksom for additiva strukturer kommer den beskrivning som foljer att betydligt mer
detaljerad for de tidiga skolaren an for de sena skolaren. Det beror dels pa att det
helt enkelt ar mycket svarare att fundera ut och beskriva en bra progression fér de
tidiga aren nar alla viktiga begrepp introduceras. Det ar valdigt latt hant att inféra
tankemodeller som verkar fungera fint forst, men som staller till det och skapar
missuppfattningar senare. Men kan saga att forskningen om multiplikativa strukturer
ar valdigt imponerande nar det galler att identifiera och beskriva de missuppfattningar
elever tenderar att fa senare i skolan, men inte lika imponerande nar det galler att i
stor skala testa alternativa undervisningsprogressioner. Manga
undervisningsexperiment handlar om korta forsék med fa elever3. Att konstruera en
langsiktig progression som inte skapar de typiska fallgroparna ar darfér en
utmaning®*.

| arskurserna 1-2 ska det huvudsakliga fokuset for undervisningen vara tal och
additiva strukturer. Anda finns fem punkter i Mal och innehall inom omradet

82 (Helenius & Ahl, 2024b)

83 Ett forsok att beskriva kvaliteten och karaktaren pa denna forskning just med avseende pa hur den
kan sta modell for kursplanekonstruktion har gjorts av Helenius & Ahl (Helenius & Ahl, 2024a).

84 Allt som foreslas har, inklusive de olika representationerna &r dock testat med en stor mangd larare
i flera olika utvecklingsprojekt, sa aven om det inte gar att uttala sig sakert om den langsiktiga effekten
finns det gott om erfarenhet som visar att det gar att skapa bra lektioner som fungerar for elever och
larare pa de olika stadierna.
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multiplikativa strukturer, som ocksa kan se relativt avancerade ut. Dessa mal hanger
dock ihop pa ett mycket nara satt och kan behandlas tillsammans i vissa enkla
aktiviteter. Poangen med att anda ha dessa mal ar att ge eleverna en chans att
kunna anvanda sin multiplikativa intuition8® och vanja sig vid anvandbar multiplikativ
terminologi. Det har namligen visat sig att elever redan innan de borjar skolan och far
formell undervisning har en god intuition for problem av typen Om 1 bil kostar 5
kronor, vad kostar 4 bilar? Ett satt att teoretisera denna forstaelse, som aven ar en
bra tankemodell for larare ar att se det som en relation mellan fyra kvantiteter,
snarare an tre, dvs i stallet for att betrakta berakningsuttrycket 4-5=_anvander vi alla
fyra kvantiteterna som ar i spel. Med tilde-tecknet for proportionalitet har vi namligen
att 1 bil ~ 5 kr, sa 4 bilar ~ ? kronor fér nagot férutsagbart men annu okant varde pa
?. Typiskt, om barn hade haft tillgang till femkronor hade de kunnat resonera sig fram
till att det behovs 4 sadana for 4 bilar. Barn har normalt en intuitiv formaga att
resonera proportionellt.

Mellan

__'é _ . 5_!([’/[3”7_ - Inom
/ 5 1bi Skr
-4 i ‘ ‘I 4 4 :' ‘ ‘I 4
? 4 i 2’
3 ' Sk_r/b” Mellan
éi . 5!([’/9”_“ . Inom
; 2—————10 \ 2 bilar 10k .
4y —m 7 / 4.‘})“ [ S /
5 .5 kr/bil

Figur 15. Overst, den proportionella situationen 1 bil kostar 5 kr, vad kostar 4 bilar?
schematiska representerad. Till vanster med enheter, dar man ser att skalningen
fran 1 bil till 4 bilar och fran 5 kronor till det efterfragade vardet ? kronor ar en
dimensionslds skalning inom en viss enhet. Denna ar enklare for barnen att
uppfatta. Barn har typiskt en intuitiv kansla fér att om en sak kostar en summa sa
kostar n ganger s& manga saker n ganger sa mycket, aven om de inte kan rakna ut
summan. Till hdger en version med enheter som forklarar hur den initialt markliga
skalningen med 5 som gar fran bilar till kronor fungerar, nadmligen via den
sammansatta enheten kr/bil. | nedre raden finns motsvarande bilder for situationen 2
bilar kostar 10, vad kostar 4 bilar?

Till och med den har mycket enkla situationen har potential att bilda grund fér manga
viktiga resonemang som man i undervisningen vill féra senare. Darfor ar det bra att
da och da arbeta med situationen i fraga redan under de forsta skolaren, utan att
gora det hela sarskilt formellt.

8 (Dooren m.fl., 2010; Lamon, 2007; Vanluydt m.fl., 2022)
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Det har ar alltsa ett satt att arbeta med enkla multiplikativa situationer med sarskilt
fokus pa proportionella samband och man kan aven som i den undre raden i Figur 15
anvanda situationen Vad kostar 4 saker om 2 saker kostar 10?. Aven om man inte
jobbar med de schematiska bilderna ovan med barnen sa ar de bra att kanna till fér
lararen, for att de avslojar flera saker om multiplikationens kommutativitet och att
multiplikation ar mer komplicerad en addition eftersom multiplikationer just ofta
involverar flera olika enheter medan additioner alltid maste handla om endast en
enhet, dvs samma enhet for alla termer.

Pa det praktiska planer kan man arbeta med situationer som denna och till exempel
representera priset for en bil med 5 klossar. Kostnaden for en bil ar da representerad
av 5 klossar, och for flera bilar av lika grupper av 5 klossar, som till exempel 4
grupper av 5 klossar i vart exempel. Med hjalp av rektangelkonstruktioner som i Figur
16 kan man da arbeta med likagruppering och uppdelning med
rektangelrepresentationer och att satta samman lika grupper av antal och dela isar
antal i lika grupper. | rektangelrepresentationerna ser man aven direkt
multiplikationens kommutativitet. Man kan ocksa med hjalp av rektangel-
representationer prata om division som likadelning eller likagruppering och fér
eleverna fa skapa en langsiktigt hallbar forstaelse for sambandet mellan
multiplikation och division genom att anvanda enkla fall som 20=4-5, 5=20/4, 4=20/5
med koppling till multiplikativa situationer. Man kan fraga sig, om det inte ar battre att
arbeta med femkronor eller enkronor om man nu anda anvander ett problem som
handlar om pengar. Det gar att géra ocksa, men det finns en poang i att vanja sig vid
sadana representationer som rektangelmodellerna redan direkt, eftersom dessa ar
mycket kraftfulla och kommer att anvandas senare. Sarskilt for elever som kanske
har svag visuell férmaga eller av andra skal har svarare att uppfatta den typ av
monster som behdver uppfattas i rektangelmodellerna ar det bra att ha tid att vanja

sig vid dem.
Antal kronor for 1 bil Antal kronor for 2 bilar Antal kronor for 4 bilar
1 femma 2 femmor 4 femmor
5 ettor 5 tvéor 5 tvéor
1 kolumn, 5 rader 2 kolumner, 5 rader 4 kolumner, 5 rader

5 klossar i kolumnen 5 klossar i varje kolumner 5 klossar i varje kolumner
1 kloss i varje rad 2 klossar i varje rad 4 klossar i varje rad

Figur 16. En femma, tva femmor och fyra femmor av klossar i rektangelform. Man
kan skapa dessa som representationer av en proportionssituation, som den i Figur
15. Man kan sedan prata om sjalva rektangelformerna direkt, genom att inféra
terminologi for att kunna beskriva dem. | praktiska évningar kan olika grupper av
elever jobba med olika situationer (dvs olika tal i de proportionella situationer man
utgar fran) for det i en sammanfattande diskussion ska ga att se att vissa fenomen i
rektangelformerna forblir konstanta aven nar de ingaende talen varierar.
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Den har typen av aktiviteter ska alltsa ses som en férsiktig inledning till multiplikation.
Alla de fem malen inom multiplikationsomradet kan med férdel behandlas
sammanhallet och med lag grad av formalitet. Daremot ar det bra att aterkomma till
aktiviteter av denna typ regelbundet. Dvs det ar battre att gora det i kortare sessioner
(en lektion eller tva) da och da an att agna langre tidsperioder at multiplikation. Om
man anda redan i arskurs 2 vill arbeta mer med multiplikation finns det inget som
hindrar att man sneglar mot malen i arskurs 3—4 och pa ett mer systematiskt satt
arbetar med rektangelmodeller av multiplikation.

For arskurs 3 och 4 kan man saga att det ar de centrala begreppen inom det
multiplikativa faltet som ar matematikundervisningens huvudfokus. Den centrala
tolkningen ar alltsa multiplikation som lika grupper och rektangelrepresentationen av
multiplikation och division. Ingenstans i mal och innehall namns multiplikation som
upprepad addition, vilket normalt ar det forharskande sattet att introducera
multiplikation. Det beror pa att upprepad addition visserligen ar latt att forsta, men
samtidigt leder flera vanliga missuppfattningar och till att det blir svart att uppfatta och
forsta nagra av de viktigaste multiplikativa fenomenen och svart att utvidga
multiplikation till andra talmangder pa ett bra sattee.

Bland punkterna i Mal och innehall namns tva specifika representationer,
rektangelrepresentationen och tallinjen. Tallinjen ar sarskilt bra for att hantera brak
och goér att manga tankeformer etablerade for additiv heltalsaritmetik kan tas vidare
till andra talomraden och, som vi ska se, till det multiplikativa omradet.
Rektangelrepresentationen har det nosats pa ovan, men i arskurserna 3 och 4 bildar
den huvudsakliga representationen for att undervisa flera av de viktigaste
multiplikativa fenomenen. For vissa av malen anges rektangelrepresentationen, eller
som man ocksa kan saga, rektangelmodellen fér multiplikation, som ett mdjligt satt
att behandla de i malet namngivna begreppen. For andra mal star det explicit att
rektangelmodeller ska anvandas. Enskilda larare eller laromedel kan dock valja att
komplettera rektangelmodellen med andra, i det har dokumentet ej beskrivna,
modeller eller representationer om de vill.

Rektangelmodellen gar ut pa att bygga fyllda rektanglar av klossar (kuber) eller
anvanda ritade avbildningar av sadana byggen. Man infér sedan en
namngivningsprincip foér sadana rektanglar som gar ut pa att om bygget ar 4 klossar
bred och 3 klossar hogt sa heter den 4 ganger 3 och skriv symbolisk som 4-3. |
figurtexten till Figur 17 diskuteras lite ytterligare terminologi, se aven Figur 16.

8 Det finns gott om forskning om problemen med upprepad addition, men tyvarr inte sarskilt manga
storskaliga och i forskning rapporterade forsok att systematiskt undervisa multiplikation pa andra satt.
Se Helenius & Ahl (2024b, 2024a) for en dversikt.
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12=4-3 fyra gadnger tre  fyra kolumner med
3 tre fyror tre i varje

4.3 tre rader med
4 fyra treor fyra i varje

Figur 17. En rektangel med fyra kolumner och tre rader och dess namn och symbol,
fyra ganger tre respektive 4-3. Det ar typiskt bra att anvanda termen rad och papeka
att rektangeln karakteriseras av var och en av de 3 raderna har 4 klossar. Det ar
ocksa bra att inféra termen kolumn och saga att var och en av de 4 kolumnerna har
3 klossar. Den beskrivande terminologin tre fyror och fyra treor ar ocksa bra. Om
man jobbar pa papper och vet hur manga klossar figuren som helhet innehaller kan
man skriva det pa. Ibland kan man vilja skriva 12=4-3 och ibland bara 4-3. |
undervisning har det visat sig viktigt att férankra denna namngivningsmodell
ordentligt och paAminna om den ofta.

En lamplig fortsattning pa multiplikationsundervisningen nar sjalva
namngivningsprinciperna har introducerats ar att borja direkt med faktorisering och
primtal, med hjalp av rektangelrepresentationer. Faktorisering han har ses som att

multiplicera isér ett tal, dvs dela upp ett tal i tva (eller fler) multiplikativa komponenter,
vanligen kallade faktorer (darav termen faktorisering). Att starta med att pa detta satt
dela upp tal multiplikativt, liknar hur additionsundervisningen och undervisningen om

tal generellt bérjade med additiva uppdelningar. En fordel med detta ar att man kan
arbeta mycket med uttryck att typen 12=3-4 i stallet for berakningsuttryck av typen
3-4=_vilket ar bra for att undertrycka tendensen att eleverna far en sa kallad
operationell syn pa likhet (se avsnittet Algebra). Figur 18 visar schematisk hur det
kan ga till. Observera att man i detta arbete aven kan behandla multiplikationens
kommutativitet.

1 2 3 4 5 6 12
] O Il (171 e w  ITTTTTTTITTIT]
-1 2-1 3.1 4-1 5:1 6:1 121
|
\
2.2 3.2 6-2 4.3

Figur 18. Dela ut olika manga klossar till olika elevgrupper. Be dem bygga sa manga
olika rektanglar de kan av sina klossar, alla klossar maste vara med i varje bygge.
Bygg en rektangel, skriv dess namn, bygg en annan om ni kan och skriv igen
namnet. | en uppféljande helklassdiskussion kommer det att visa sig att antalet
mojliga multiplikativa uppdelningar (faktoriseringar) inte alls 6kar pa ett forutsagbart
satt med talet storlek. Vid nagot tillfalle, kom 6verens som att samma rektangel
vriden pa tva olika satt bara behdver skrivas en gang och prata om kommutativitet
och skriv upp nagra exempel, som till exempel 3-4=4-3. En del tal har bara en
uppdelning, “den langa pinnen”. Infér termen primtal fér dessa. | en hel klass kan
man gora detta med manga fler olika tal an i bilden.
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Precis som att vi for addition har additiva talfamiljer med en addition och tva
subtraktioner hanger varje multiplikations (och dess kommuterade version) ihop med
tva divisioner. Det ar latt att se i varje enskilt fall, och aven i det generella fallet (Figur
18), att vi kan skapa en multiplikativ talfamilj och att vi rent generellt har ett samband
mellan multiplikation och division. Sarskilt galler att divisionen a/b=__ alltid kan
hanteras som en 6ppen multiplikationsutsaga a=_-b.

20=5-4 c=a-b
20 c __
7= =0
20 c _

s 5t , T a

Figur 18. Multiplikativa talfamiljer. 20 som 4 rader och 5 kolumner, 20=5-4. Om man
vill dela upp rektangeln i 4 lika delar ar det 5 i varje. Om man vill dela i 5 lika delar ar
det 4 i varje (delningsdivision). Om man vill skapa 4-grupper far man 5 sadana. Om
man vill skala 5-grupper far man 4 sadana (innehallsdivision). Multiplikationen
20=5-4 hanger alltsa ihop med divisionerna 20/5=4 och 20/4=5. Sambandet galler
generellt: om a och b inte ar noll ar alla tre likheterna a-b=c, ¢/b=a och c/a=b sanna

samtidigt.

Med rektangelmodellen som bas kan man sedan skapa en lang serie aktiviteter.
Dessa behdver inte vara sammanhalina i en sekvens utan det ar snarare en fordel att
bryta arbetet med talrektanglar och géra nagot annat, for att senare atervanda®’. |
vad som féljer beskriver vi nagra sarskilt centrala resonemang som man kan utveckla
med rektangelmodellen i en foljd. En sadan aktivitet ar att lata olika elever eller par
av elever bygga en viss tabell (som till exempel 3:ans tabell i form av alla rektanglar
med 3 rader upp till 10 kolumner) och satta ihop en hel multiplikationstabell. | en
sadan multiplikationstabell upp till 10, kan man se viktiga strukturella relationer
baserat pa till exempel dubbling/halvering och distributiva lagen. | sjuans tabell kan
man till exempel se att det gar att bygga 8:7 som 2 stycken 4-7, dvs att 8-7=2-4-7,
eller som 3-7+5-7.

87 Det &r generellt en bra idé att separera undervisningen om nagot visst begrepp, representation eller
metod i tid sa att elever hinner gldmma, men kan aterkalla minnena med hard egen anstrangning eller
lite pAminnelse. Det huvudsakligen sadan aterkallning som befaster minnen &ver tid.
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Figur 19. Multiplikationstabellen upp till 10 med rektanglar. Strukturella relationer
inom och mellan tabeller kan ses som komposition eller dekomposition av
rektanglar. Genom att anvanda sambandet mellan division och multiplikation kan
tabellen dven assistera vid division. 56/8=_ ar samma problem som 8- =56. Vad
ska multipliceras med 8 for att produkten ska bli 56. Ga till 8:ans rad (eller kolumn),
hitta 56 och las av vilken kolumn (eller rad) det ar. Om man har en
multiplikationstabell som denna pa vaggen, kan lararen hjalpa eleverna att vanja sig
vid hur man hittar svar pa divisioner genom att anvanda malmedvetna gester.

En stor fordel med rektangelmodellen ar att dessa typer av samband dels kan
byggas direkt med konkreta rektanglar (klossar eller pappersmodeller) och att
resultaten kan beskrivas med symbolsystemet, men att man samtidigt pa den
symboliska nivan kan forklara multiplikativa relationer. Att 8-7=3-7+5-7 kan till
exempel beskrivas som att den additiva uppdelningen av 8=5+3 leder till en additiv
uppdelning av multiplikationen 8-7. | formell mening handlar detta om att anvanda
distributiva lagen for berakningar av multiplikationer. Pa ett liknande satt som nar
parentesnotationen introducerades i fall som -(3+4) kan
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kan man introducera parentesnotationen aven har som en symbol for att indikera att i
6- (5+2) betyder parentesen att 6- ska verkar pa hela parentesen, dvs pa bade 5 och
2. Observera att redan i denna tidiga tillampning betyder parentesen inte att det som
star inom den ska beraknas forst. Det ar ju det motsatta vi vill géra, dvs anvanda
informationen om att vi kan dela upp 7 additivti 5 och 2 till att dela isar

multiplikationen 6- (5+2) i de tva delarna 6-5 +6-2.
- 2
6

6{TE635+2=6-5+6-2
6-7=6-54+2)=6-5+6-2
a-(b+c)=a-b+a-c

Figur 20. Distributiva lagen. Att 7 kan delas upp additivt i 5+3 gor att vi kan dela upp
multiplikationen 6-7 i tva additiva delar. Den rosa inringningen av 5+2 betyder att
5+2 ska ses som en enhet som 6- ska verka pa. Att 6- ska verka pa hela (5+2)
betyder att 6- maste verka pa bade 5 och 2. Sjalva parentesnotationen kan forklaras
som att det ar en inringning men dar taket och golvet inte far plats. Sambandet
6-7=6-5+6-2 kan naturligtvis anvandas for hantering av multiplikationer innan
parentesnotationen inférs, men det ar ocksa en notationsmassig finess att vanja sig
vid parentesnotationen i den har typen av konkreta och ikoniska representationer.

6

Distributiva lagen ar i sjalva verket mekanismen bakom all typ av hantering av mer
komplicerade multiplikationer, till exempel multiplikationer med tal upp till 100 med
hjalp av positionssystemet. Aven detta bygger pa additiva uppdelningar som de vi

har beskrivit ovan.
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20 3
23

23:5=(20+3)-5=20-5+3-5

50 3
20
5

58-25=050+8)-20+5)=50-20+50-5+8-20+8-5

a b
c
d
(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-d+b-d

Figur 21. Anvandningar av distributiva lagen for multiplikationsberakningar.
Rektangelmodellen har har dvergatt till att endast illustrera uppdelningarna
schematiskt, dvs utan att varje enskild ruta som tidigare representerade en kloss
syns. De kvantiteter som ska multipliceras syns endast som de angivna talen.
Overst ett tvasiffrigt tal multiplicerat med ett ensiffrigt, dar det tvasiffriga delas upp i
enlighet med positionssystemet, dvs i tiotal och ental. Mittenraden, en utvidgning av
resonemanget till multiplikation av tva tvasiffriga tal. Underst, en algebraisk
generalisering. Det gar att utvidga resonemanget till tresiffriga tal, och sa vidare, och
senare aven till tal med decimaler.

Aven den klassiska multiplikationsalgoritmen bygger pa distributiva lagen. Att kunna
multiplikationsalgoritmen (uppstallningen) ar inte inskrivet bland Mal och innehall.
Bedomningen ar att manga anda inte kommer ihag den. Rent matematiskt ar den en
atervandsgrand och ingen annan matematik bygger pa multiplikationsalgoritmen.
Distributiva lagen & andra sidan, ar helt fundamental for nastan all aritmetik och en
viktigt grund aven i algebra. Darfér ar anvandning av distributiva lagen prioriterad och
introduktion och anvandning av distributiva lagen har ar lika mycket en férberedelse
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framat, mot att kunna hantera algebraiska uttryck med parenteser, som det ar ett satt
att utfora berakningar.

Precis som med addition kan man ocksa med rektangelmodeller arbeta med
likhetsbegreppet for multiplikationer, till exempel 6-4=3-8, utan att anvanda
argumentet att de tva multiplikationerna ar lika for att bada ar lika med 24. Som
synes i Figur 23 kan tekniken ocksa utvidgas till brak i form av halvor, dvs ge en
forsta indikation pa vad multiplikation med brak kan betyda. Notera ocksa hur ettans
roll vid multiplikation och multiplikativ invers i enkla fall, som att2 - 1/2 =1, och 5 - %
= 1 har dyker upp pa ett mycket konkret satt. Aven nar man pa mellanstadiet sedan
jobbar vidare med
kan man aterknyta till dessa

schematiska bilder, aven om bilderna i sig ar begransade till att bara fungera for
halvor. Nar man diskuterar ettans roll vid multiplikation ar det bra att samtidigt prata
om att 1 inte heller paverkar en division, dvs att till exempel 5/1=5. Detta kan bade
gOras genom att anknyta till exempel delningssituationer, om 5 saker ska delas pa 1
person for denna person alla 5 sakerna, och till sambandet mellan division och
multiplikation: eftersom 1-5=5 ar 5/1=5 och 5/5=1. Den sista divisionen kan man
ocksa forsta direkt med en likadelningssituation. Om 5 personer delar pa 5 saker for
alla en var. Detta har inget med just 5 att gora utan sjalva symbolsystemet har
egenskapen att 7-a=a, a/71=a och a/a=1. Att tidigt och pa ett konkret satt introducera
dessa idéer gor att eleverna har lang tid pa sig att innan pa mellanstadiet behdver
kunna hantera

rent symboliskt.

Figur 22. Tekniken dubbla-halva. En rektangel kan delas pa mitten pa ena ledden,
och grupperas om till en annan, vilket visar likhet mellan tva multiplikationer som fill
exempel 6-4=3-8. Den faktiska delningen och flyttningen av rektanglar kan indikeras
med en schematisk pilnotation och senare aven representeras helt i
symbolsystemet och da bli ett. exempel pa hur sarskilda former av 1: or, namligen
ett tal ganger sin multiplikativa invers, kan anvandas i berakningar. Eftersom man
alltid kan satta in 1 i en multiplikation utan att den paverkas (1 ar neutralt i
multiplikation) s& kan detta generaliseras till tex multiplikation med en %5 - 5, vilket ar
svart att géra med de fysiska rektangelmodellerna.
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Med en sadan har start pa multiplikationsundervisningen startar man alltsa inte med
enskilda multiplikationstabeller, vilket har varit mycket vanligt i laromedel. Det gar
naturligtvis att gora det, men genom att arbeta med alla multiplikationstabeller
samtidigt sa blir det mycket lattare att se de strukturella relationerna. Ett mojligt
upplagg ar dock att i arskurs 3 halla sig till multiplikationer upp till 6 eller 7 och goéra
ungefar de saker som ha illustrerats ovan och sedan goéra ungefar samma sak i
arskurs 4, da 6ka formalitetsgraden nagot och jobba med hogre tal dar det blir mer
och mer opraktiskt att arbete med klossar eller ikoniska rutmonster och mer och mer
motiverat att ga over till att resonera direkt i symbolsystemet.

Aven tallinjen gar att anvanda for att forsta vissa aspekter av multiplikation. Dels kan
man forsta till exempel 3-4 som 3 stycken forflyttningar (hopp) om 4, dels kan vi som
i Figur 5 G introducera brak pa tallinjen och braknotationen inklusive for brak storre
an 1 och i blandad form. for att sedan kunna uppfatta multiplikation som hopp pa
tallinjen, aven med enkla brak.
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1 | 1 I | 1 | 1 I | I 1 1 1 I 1 || 1 v
0 4
31 ho
SRR
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Figur 23. Overst, hopp pa tallinjen med heltal som representerar 3-4, tre fyra-hopp,
eller tre fyror om man vill anknyta till terminologin som anvandes for
rektangelmodellen. Detta utvidgas pa mittenraden till multiplikationen 3-1/4, tre
fijardedels-hopp, eller tre fjardedelar, nagot som nar man val infort brak pa tallinjen
ar relativt oproblematiskt. Pa nedersta raden har vi den nagot med komplicerade
multiplikationen 1/4-3, en fjardedels 3-hopp eller en fjardedels trea. For att veta hur
langt det ar behéver man konstruera en hopplangd som i fyra kopior nar till 3. Det
gar att utvidga detta till att hantera 1/3-1/4=1/12 och visa att 12 i 1/12 kommer fran
4-3 och darmed bevisa hur multiplikation fungerar med stambrak. Det ar ett relativt
komplicerat resonemang som inte genomfors har®,

8 Principerna for hur tallinjen anvands for brak anknyter delvis till Sieglers arbeten (Siegler m.fl.,
2011), men i hogre grad till rekommendationer fran t. ex. Lamon (2007) och delvis aven till den
beskrivning av det multiplikativa begreppsfaltet som ges av Izsak och Beckmann (Beckmann & Izsak,
2015; Izsak m.fl., 2021; Izsak & Beckmann, 2019). Se aven (Helenius & Ahl, 2025).
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| Figur 23, notera att man alltsd genom den terminologi man anvander kan indikera
att tre ganger en fjardedel ar tre fijardedelar, dvs man kan tidigt introducera att 3-1/4
och 3/4 ar samma sak och att man i férlangningen alltid kan dela isar ett brak a/b
som a-1/b. Detta ar mycket praktiskt och galler aven om a/b betraktas som en
division. Terminologin som anvands i Figur 23 undviker termen av, for att fa ett satt
att prata om ett brak ganger nagot (en fjardedels trea) som ar mer likt hur man
uttrycker sig som heltal (fyra treor). Det ar svart att helt undvika ordet av i praktisk
undervisning, men man ska vara medveten om att det ar ett ord som anvands i
manga olika betydelser i skolmatematiken och darfér kan vara férvirrande. 25 av 100
kan tolkas additivt, som 25 stycken utvalda. Men fragan vad &r 25 av 100 kan ibland
ockséa galla andelen, dvs vara en division eller kvot 25/100. Fragan vad ar 25% av
100 ska i stallet hanteras med en multiplikation 25%-100. Det ar alltsa inte lampligt
att pa ett ensidigt satt koppla brakmultiplikation till ordet av.

En stor foérandring i detta kursplaneférslag ar att behandla brak multiplikativt i
betydligt hdgre grad och en konsekvens av det valet ar att multiplikation av brak
maste inforas tidigt. Eftersom braksymbolen ar konstruerad for att fungera smidigt
med multiplikation med inte fungerar sarskilt smidigt med addition ar det naturligt att
bdrja med multiplikation. Skalet till att det nastan aldrig gors ar antagligen dels att det
ar nastan omgjligt att fa till en bra férstaelse for brakmultiplikation via cirkelformade
del-helhetsmodeller. Men ocksa att det oavsett vilken modell man anvander kravs ett
ganska langt och komplicerat resonemang for att motivera hur multiplikation
fungerar. Aven om sadana resonemang kan bygga pa intuitiva modeller och konkreta
eller ikoniska representationer som eleverna har stora maojligheter att uppfatta, sa ar
resonemangens komplexitet och omfattning anda respektingivande eller i varsta fall
avskrackande. Dessutom, dven om resonemangen bygger pa kraftfulla ikoniska
modeller, sa ar de inte sarskilt instruktiva, i betydelsen att det hjalper att ha kvar dem
i huvudet som minnesstod for att komma ihag hur brakmultiplikation fungerar.
Brakmultiplikation kanske darfor ar det forsta matematiska fenomen man stéter pa i
skolmatematiken dar man bast ger ett slags bevis som har till syfte att forklara att
multiplikationen i symbolsystemet fungerar som den goér, men att man sedan lika
garna kan gldmma det beviset eftersom regeln i sig ar sa enkel. Ett sddant
resonemang kan man fa genom att utvidga understa raden i Figur 23. Ett annat kan
baseras pa en version av rektangelmodellen.

Har ska dock en tredje variant beskrivas som bygger pa att se multiplikation som
skalning, nagot som praktiken redan introducerades i Figur 15 och som ligger mycket
nara barns intuitiva forstaelse for multiplikativa fenomen®. Vi har tidigare berort
sambandet mellan multiplikation och division, och ofta sager man lite slarvigt att
division ar motsatsen till multiplikation. Det finns dock mycket stora férdelar att inféra
att “motsatsen” till multiplikation med 2 ar multiplikation med 1/2. Det man menar
med motsats i detta fall ar att de tva multiplikationerna tillsammans blir 1. Om man
forst multiplicerar med 2 och sedan med 1/2 sa tar de tva operationerna ut varandra.
Det har har som vi har beskrivit med multiplikativ invers att gora, se Figur 22. 2 och

89 Se Vergnaud (1983).
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1/2 ar varandras multiplikativa inverser. | Figur 24 anvands notationen med stambrak
som skalningsoperatorer for att ge en indikation pa hur brakmultiplikation fungerar.

L R

.2 -3
— — T
@ o0 000000
-_— —_—
1 1

—

_ 1

1 11
6T 327 32
Figur 24. Det ar Iatt att se att en skalning med 2 f6ljt av en skalning med 3 &r en
skalning med 6. Den omvanda skalningen tillbaka maste da vara med 1/6, men
ocksa med 1/3 foljt av 1/2. Det ar alltsa multiplikation. Resonemang av det har
slaget kan goras lite pa lagstadiet men passar antagligen battre pa mellanstadiet,

som en vag mot att i allt hogre grad kunna hantera brak med braksystemet.

Motsvarande satt att resonera kan ocksa anvandas for att visa att brakformen for att
ange andelar och som multiplikationsoperator, som att % multiplicerat med 3 ger talet
2. Skalet till att detta ar en viktig fraga att kunna svara pa har med flera viktiga
anvandningsomraden for brakkonstruktionen att géra som vi aterkommer till senare.

3=

1 b
S S I s
eo000® o 000 a b
.5 1 __7._27_ -
bs=d )

AN
alte@ilip=1'b=0b

&/ e S

Figur 25. Vad ska vi multiplicera 5 med for att fa& 3? Till vanster, en ikonisk och
schematisk representation. Eftersom vi nu vet hur man kan skala 5 till 1 och hur
man kan skala 1 till 3 kan vi gora det i tva steg. Pa ett symboliskt plan kan man, som
vi har sett i andra fall, tinka pa multiplikation med 3/5 som en division med 5 och en
multiplikation med 3. Detta ar en mycket praktisk koppling mellan brak, division och
multiplikation. Till hdger samma sak generaliserat, som svar pa fragan vad ska vi
multiplicera a med for att fa b och omvant. Notera symmetrin (varken a eller b ar
noll). Nederst till hdger resonemang i symbolsystemet dar forst anvander att det vi
redan har sett pa tallinjen, att brak kan delas isar som ett stambrak multiplicerad
med originalbrakets taljare.
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Vi ar nu pa god vag mot att ha avhandlat de aspekter av undervisningen som behoévs
for malet

. Tre
saker aterstar: nar ar brak lika, division av brak, addition av brdk med olika namnare.
Redan nar brak introduceras pa tallinjen kan man se att tva brak som ser olika ut
maste vara lika, eftersom de hamnar pa samma plats pa tallinjen. Pa en tallinje som
samtidigt ar graderad i halvor och fjardedelar kan till exempel punkten exakt mellan O
och 1 vara benamnd bade med 1/2 och 2/4%°. Det vanligaste sattet att introducera
likhet mellan brak ar via ikoniska del-helhetsbilder, som cirkeln som ofta introduceras
tidigt. | enlighet med tidigare argumentation ser vi stora nackdelar med att tidigt
introducera cirkelmodellen eller andra del-helhetsmodeller for brak eftersom det
verkar leda till att elever tror att brak betyder andelar och sedan har svart att
komplettera eller byta ut denna uppfattning. Idén om lika brak har ocksa med
forkortning och férldngning att gora, dvs olika satt att skriva ett brak till ett nytt brak
som ar lika. Forklaringarna till varfor forkortning av brak fungerar ar ofta bristfalliga
och inte framatsyftande och tar inte utgangspunkt i fundamentala matematiska
argument. Darfér rekommenderas att forst introducera brakmultiplikation och de
brakidentiteter som finns i Figur 26.

L _ 2-1 a.b_ 4 _g.-L
aa_l a b a_l b_ab
a. c__gac
b d b-d

Figur 26. Identiteterna i dversta raden foljer pa flera olika satt ut resonemang med
de olika representationerna vi har introducerat. Elever bér kunna ge argument for
dessa identiteters giltighet med egna ord. Identiteten for multiplikation pa andra
raden kraver som vi har beskrivit ett Iangre och mer komplicerat resonemang som
det kanske ar bra att eleverna har sett nagon gang, men som inte i sig i sarskilt hdg
grad starker upp foérstaelsen. Det ar i stallet bra att tAnka sa att brak och
multiplikation hanger ihop och att multiplikativ hantering av brak ar latt (medan
additiv hantering ar komplicerat).

Med hjalp av identiteterna i Figur 26 tillsammans med faktorisering (som var sjalva
introduktionen till multiplikation, se Figur 15) kan man ge en perfekt forklaring till nar

% En del kallar brak som &r lika i denna mening for ekvivalenta pa samma sétt som uttryck som ar lika
ibland kallas ekvivalenta i stallet for lika. Men podngen med likhetstecknet ar just att det anvands for
att beskriva att saker som inte ser lika ut ska betraktas som lika, om det finns ett giltigt argument f6r
att de ska vara det. Det ar férvanansvart svart att ge en heltackande definition av likhet, men inom
varje representationsform kan man typiskt ge sadana beskrivningar.

(169) 76



tva brak ar lika, och till férkortning och férlangning. Tva brak ar lika om de endast
skiljer sig med en multiplicerad 1:a pa formen a/a.

12 3-4 3 A& 3 1_3
8) 1 2.4) 2 14/ 2 2

2 23 24 25
3 36 37 36

Figur 27. Overst, ett typexempel pé lika brék och hur man visar att tva brak ar lika.
Forsta likheten med den orange schematiken. Likheten galler fér att den nya taljaren
ar lika med den gamla och den nya namnaren lika med den gamla, var for sig.
Likhet tva galler enligt identiteten for brakmultiplikation, dvs att vi kan ga mellan tva
brak och gemensamt brakstreck nar vi multiplicerar. Tredje likheten galler for att
4/4=1 ar darfor utbytbart mot 1. Sista likheten galler fér att multiplikation med 1 inte
paverkar och kan tas bort. | raden undre hander samma sak, men vissa steg ar
bortrationaliserade. Vi identifierar direkt a/a=1 i brakuttrycket pa gemensamt
brakstreck.

Addition av tva brak med olika namnare gar till sa att man forkortar eller forlanger det
ena eller det andra eller bada sa att de nya lika braken har gemensam namnaren. En
sadan namnare som alltid fungerar ar produkten av de bada namnarna. Men sarskilt
om eleverna ar relativt vana vid att anvanda faktorisering kan de faktorisera
namnarna lite och eventuellt hitta en mindre gemensam namnare.

5 7 5-18+7-12  90+84 174

12 18 12-18 216 216

5 7 5 7 5-3 7-2 15 14 29

218762763 6237632 36 36 36

Figur 28. En metod for addition av brak som alltid fungerar och ett exempel pa nar
den generella metoden leder till ett onédigt komplicerat forkortningsarbete, jamfort
med att hitta en mindre gemensam namnare direkt.

Slutligen ska vi behandla division av brak som brukar anses som nagot av det mest
komplicerade som gors i grundskolan men som ar mycket mer tillgangligt med den
brakprogression som ar beskriven har. Till skillnad fran sjalva
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multiplikationsidentiteten (att satta pa gemensamt brakstreck) vars bevis ar relativt
krangligt och inte sa instruktivt, ar argumentet for hur brék kan divideras bade
instruktivt och anvandbart och en bra traning pa brakhantering i allmanhet. Figur 29
visar hur det gar till i det allmanna fallet, men man kan genomféra samma sak med
siffror om man vill. Helst dock med till exempel 2, 3, 5 och 7 som taljare och namnare
i de tva braken, sa att inga forkortningsmojligheter uppkommer.

&|n|s~|$:

Figur 29. Brakdivision. Vi vet att brak kan skrivas om till ett nytt brak som ar lika
genom multiplikation med en 1:a pa formen m/m. Eftersom vi besvaras av
namnaren c/d, valjer vi m=d/c, namnarens multiplikativa invers. Likhet ett ar alltsa
sann for vi bara har férlangt braket (med d/c). Namnaren i det férlangda braket blir
da 1, dvs behover inte skrivas ut (likhet tva). Nu har vi byggt om vart
divisionsproblem till ett multiplikationsproblem.

| ndstan hela denna text har multiplikation, division och brak beskrivits strukturellt,
dvs hur hanteras brak, division och multiplikation rent matematisk och med lampliga
representationer. For mellanstadiet finns malet att hantera multiplikation

Om man
har behandlat brak pa ett strukturellt satt, sa erbjuder dock vare sig negativa tal eller
decimalform nagon sarskilt stor ny utmaning.

Det ar naturligtvis ocksa viktigt att kunna hantera multiplikativa situationer i ett steg
och kunna sarskilja multiplikativa fran additiva situationer. Till skillnad fran i det
additiva faltet ar det inte meningsfullt att klassificera alla multiplikativa situationer som
finns. Det finns ndmligen valdigt manga. Vissa ar dock sarskilt viktiga. Vi har namnt
klassen av likadelningssituationer och klassen av likagrupperingssituationer, som
bada motiverar divisionsoperationen och aven den proportionella situationer, se Figur
15. Pa lagstadiet kommer man langt med en god forstaelse for dessa klasser av
situationer och hur de kan hanteras multiplikativt. Vi har ocksa pa flera satt nosat pa
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situationen hur gér man nagot en viss faktor stérre? Redan i det inledande exemplet
om proportionella situationer sag vi exempel pa situationen 1 bil fér 5 kronor
skalades till situationen 4 bilar for 4-5 kronor och vi har ocksa anvant skalning i Figur
24 och Figur 25. Men hjalp av resonemanget i Figur 25 har vi fatt en metod for att
hitta en operator (multiplikationsfaktor) som skalar ett visst tal till ett annat.

En av punkterna under mal och innehall ar

Med multiplikativ hantering av procentuella forandringar ar det
som ofta kallas férandringsfaktor. | det har kursplaneférslaget ar det tankt att
procentuella férandringar ska behandlas under ett vidare paraply av
skalningsoperatorer. Det betyder att det ar 6nskvart att sa snart som majligt hantera
en Okning av ett pris fran 80 till 120 kronor genom att betrakta kvoten 120/80=3/2 och
sedan uttrycka den pa lamplig form. Priset har férandrats med en faktor
3/2=1.5=150%. Om fragan ar hur mycket procent har 6kat i procent ar det skillnaden
mellan 150% och originalpriset som ju alltid ar 100%. Detta ar en annan och mer
multiplikativt inriktad teknik an att forst rakna ut skillnaden i kronor, sedan dela med
originalpriset och darefter omvandla resultatet till procentform. Alla larare pa
hdgstadiet vet att det ar svart for elever att lara om till att anvanda férandringsfaktor,
men det verkar inte finnas nagra argument for varfor det skulle vara svarare att direkt
arbeta med forandringsfaktor, som ju ar en variant av den slags skalférandring som
inledde hela presentationen om multiplikativa strukturer.

| typisk skolundervisning i matematik forekommer ganska manga olika situationer
som alla har att géra med kvoten a/b. Ofta behandlas dessa inom olika avsnitt och
det ges ingen samlad behandling. | denna kursplan finns darfér ett mal som férsdker
samla en uppsattning situationer som alla kan behandlas pa ett likartat satt med

. Dessa ar:

Den har fragan har vi redan behandlat,
men den kommer i latt fortackt form i uppgifter som Bollen kostade 120 kronor och
saldes med rabatt fér 80 kronor. Hur mycket var rabatten i procent? Ett satt att tdnka
pa den har uppgiften multiplikativt ar att fundera pa vad vi ska multiplicera 120 med
for att fa 80. | en klassisk hantering brukar man saga ta det nya priset dividerat med
det gamla, eller eventuellt, skillnaden delat med det gamla. Men hur ska man halla
ordning pa att det ar det gamla priset man ska dela med? Om man i stallet tanker pa
problemet som en skalning fran ett aldre pris till ett nytt, s& uppkommer inte
problemet med vad man ska dela med. Man kan direkt anvanda den generella
principen att skalningsfaktorn fran a till b ar b/a, sa i vart exempel ar den 80/120.
Fragorna och

och

ar egentligen samma fraga som vad ska man multiplicera b med for att fa a, men det
ar bra att eleverna kanner igen olika formuleringar som denna fraga kan komma i.

Foljande fyra satt att formulera fragor ar av ett lite annat slag:

Alla dessa fragor har ju samma svar, a/b. Men till skillnad
fran den tidigare kategorin fragor som garna kunde tolkas som en multiplikativ
forandring sa handlar den senaste kategorin fragor om ett statiskt férhallande.
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Liksom for additiva strukturer ar ett mal att eleverna nar de arbetar med uppgifter i
textform som

Precis som for additiva strukturer ar det pa hogstadiet inte sarskilt mycket ny
aritmetik kvar att behandla utan det viktigaste ar att eleverna far anvanda det de lart
sig for pa sa satt repetera och bli alltmer sékra pa hantering av uttryck med
blandningar av alla fyra raknesatten, inklusive rollen av faktorisering for att hantera
uttryck multiplikativt.

Lararen behdver ta manga chanser att paminna om bakomliggande principer och
aven vara noga med att eleverna kan forklara de aritmetiska uttryck som de
producerar nar de raknar. Larare pa hogstadiet behdver alltsa kanna till vilka
modeller som har anvants for att bygga upp den multipliktiva aritmetiken pa lag- och
mellanstadiet, for att pa ett for eleverna konsistent satt kunna paminna om
forklaringar och principer.

Som det har beskrivits inom omradet tal ar tva nya saker pa hogstadiet potenser och
rotuttryck och ett mal pa hogstadiet ar att eleverna ska kunna. Hela konstruktionen
a® kallas potensform och a kallas exponent (b kallas bas). Symbolsystemets
aritmetik introduceras genom att a”, for positiva heltal n genom definitionen

a"=a-a- ... -a (n stycken),

Dvs upprepad multiplikation, vilket i sjalva verket ar enkelt att géra redan pa
lagstadiet om man vill. Att a™-a"=a™*"foljer i praktiken direkt fran definitionen. Det
finns ocksa nagra fler regler som ocksa foljer direkt fran att man aterkopplar till
definitionen. Dvs det ar ett betydligt mindre konceptuellt sprang att lara sig potenser
en att |ara sig nastan alla annan aritmetik. For a skilt fran 0 kan man sedan
undersoka kvoter a™/a". Om man igen anvande definitionen samt att a/a=1 foljer att
am/a"=a™". Ovriga rakneregler for potenser foljer pa motsvarande satt. En viktig sak
ar dock att till skillnad fran hur parenteser har uppfort sig pa ett forutsagbart satt i
fallen -(3+4) och 6-(5+7) finns det inget generellt satt att hantera (a+b)°.

Aven rotsymbolen kan introduceras med en formell definition, namligen att for

ickenegativa tal a &r v/a det positiva tal som har egenskapen att Va? = a.
Rotsymbolen fungerar sedan ungefar som divisionssymbolen, dar det som star under
rottecknet ska ses som att det ar grupperat med en osynlig parentes och att roten
alltsa ska verka pa hela detta uttryck. Liksom for potensnotationen finns ingen
generell metod for att skriva om va + b utan roten maste verka pa hela a+b. Att
Vab = +/a /b féljer dock fr&n potensreglerna. Skalet till att vi s& har pass summariskt
kan beskriva dessa nya notationer och begrepp ar att vi vid det har laget forvantar
oss att elever i allmanhet har relativt god férmaga att resonera i symbolsystemet
snarare an med hjalp av olika konkret material eller med stod av ikoniska
representationer. Det ar exakt den formagan som gor ny matematik mycket enklare
att introducera. Sa det slutgiltiga malet for den multiplikativa delen av
aritmetikundervisningen ar alltsa att eleverna ska kunna hantera multiplikationer och
divisioner inom alla talomraden, med tal i decimalform (positionssystemsform) och
brakform, potensform och med rotuttryck, inklusive med variabler.

(169) 80



Mal och innehall for omradet multiplikativa strukturer i en ordnad lista:

1-2:

5-7:

Enkla multiplikativa situationer med sarskilt fokus pa proportionella samband
av typen Vad kostar 4 saker om 2 saker kostar 10?

Satta samman lika grupper av antal och dela isar antal i lika grupper.
Likagruppering och uppdelning med rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet i enkla fall med rektangelrepresentationer
Sambandet mellan multiplikation och division i nagra enkla fall som 10=2-5,
5=10/2, 2=10/5 med koppling till multiplikativa situationer.

Multiplikation som lika grupper

Rektangelrepresentationen av multiplikation och division

Faktorisering och primtal, till exempel med hjalp av rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet

Distributiva lagen med hjalp av rektangelrepresentationer och dess
anvandning for berakningar av multiplikationer

Ettans roll vid multiplikation och division.

Multiplikativa talfamiljer

Sambandet mellan multiplikation och division.

Multiplikationstabellerna upp till 10, med sarskilt fokus pa strukturella
relationer baserat pa till exempel dubbling/halvering och distributiva lagen.
Sambandet mellan multiplikationstabeller och division

Multiplikation upp till 100 med hjalp av positionssystemet och distributiva
lagen.

Multiplikation som hopp pa tallinjen.

Brak pa tallinjen och braknotationen inklusive brak stérre an 1 och blandad
form.

Multiplikativ invers i enkla fall, som att2 - 1/2=1,och 5 - % =1,
Brakformen for att ange andelar och som multiplikationsoperator, som att %
multiplicerat med 3 ger talet 2.

Hantera multiplikativa situationer i ett steg och kunna sarskilja multiplikativa
fran additiva situationer.

Ettans roll vid multiplikation och division och vid forenkling av uttryck som
innehaller multiplikation och division.

Brak, inklusive hur brak multipliceras och divideras och att det for alla
nollskilda a galler att division med a ar samma sak som multiplikation med 1/a
Multiplikation, division och hantering av brakuttryck som inkluderar negativa tal
och tal i decimalform

Multiplikativa och proportionella situationer och hur de kan kannas igen och
representeras som aritmetiska uttryck och likheter

Braknotationen som representation av klasser av situationer som involverar:
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Vad ska man multiplicera b med for att fa a?

Hur mycket mer (multiplikativt) ar b an a?

Vad ar skalningsfaktorn som skalar b till a?

Vad ar forhallandet mellan a och b?

Vilken ar forandringsfaktorn som tar b till a?

Vad ar kvoten mellan a och b?

Hur mycket b ryms i a (multiplikativt)?

Vad ar andelen a av b?
Hur procentuella forandringar kan hanteras multiplikativt.
Hantera multiplikativa situationer i flera steg och situationer som mixar additiva
och multiplikativa aspekter

8-10:

e Hantera multiplikationer och divisioner inom alla talomraden, med tal i
decimalform (positionssystemsform) och brakform, potensform och med
rotuttryck, inklusive med variabler.

e Hantering av uttryck med blandningar av alla fyra raknesatten, inklusive rollen
av faktorisering for att hantera uttryck multiplikativt.
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Algebra

Att starka algebrans position i skolmatematiken ar en viktig del av den kursplan som
beskrivs har. Algebra ar ett omrade som i traditionell skolmatematisk mening kan
beskrivas som rakning med bokstaver, men algebrans roll ar mycket vidare an sa.
Algebra har traditionellt haft en svag stallning i svensk skolmatematik, om man jamfor
med algebrans roll i t. ex. 6steuropeisk undervisning®'. Studier av innehall i
kursplaner och laromedel visar att de mest framgangsrika landerna i internationella
undersokningar av elevers matematikkunskaper typiskt har en tydligare algebraisk
inriktning pa sin undervisning®2. Aven om det &r ont om storskaliga studier som
beskriver hur en systematisk algebraorienterad undervisning over hela grundskolan
bor se ut, finns en mycket tydlig samstadmmig bild fran forskningen att algebra, och
det som kallas tidig algebra, eller algebraiskt tdnkande, bor har en tydlig roll i
skolmatematiken®3.

Valet att starka skolmatematiken algebraiska pragel resulterar inte nédvandigtvis i att
mal och innehall under rubriken algebra svaller ut i relation till andra omraden. Det
finns flera skal. Delar av det som inom forskning och av tradition kallas algebra
handlar om funktioner och samband och beskrivs darfér under avsnittet med den
rubriken. Dessutom, ett av de viktigaste skalen att forstarka algebra handlar om att
starka det som ibland kallas en strukturell ansats inom aritmetikundervisningen, dvs
att fokusera pa samband mellan operationer och hur sddana samband kan
representeras pa generaliserbara satt och anvandas i manga sammanhang. En
strukturell ansats kan sagas sammanfalla med att anvanda algebraiska tankeformer
for att forklara och hantera aritmetiken. Ett ytterligare skal att inte algebraavsnittet
svaller ut ar alltsa att mycket av denna strukturella aspekt av algebran beskrivs under
avsnittet Aritmetik. Aven de delar av algebran som blir kvar efter en sadan
utlokalisering har dock stora dverlapp med aritmetiken. Man kan saga att om man
tillampar en strukturerad och algebraisk ansats pa aritmetiken, blir avstandet mellan
aritmetik och algebra mycket litet. Vissa lander skriver ihop algebra och aritmetik
under en rubrik i sina kursplaner. Ett skal att inte gora det ar att det trots allt finns
vissa specifika begrepp som till exempel likhet som ar vard en egen behandling
under ett algebraavsnitt, aven om likhet naturligtvis ar centralt aven inom alla andra
matematikomraden, sarskilt aritmetik.

| vad som féljer beskriv mal och innehall i kursplanerna ur ett progressionsperspektiv.
Som tidigare ar det som star med blatt mal och innehall fran arskurserna 1-2, gront
motsvarar 34, och rétt ar mal och innehall fran hdgstadiet, dvs 8—
10. Av formuleringsmassiga skal ar inte textsnuttarna i farg exakta kopior av
motsvarande kursplanetextutdrag, men det ar vid en jamférelse uppenbart vad som
avses.

91 (Grgnmo, 2018)
9 (Houang & Schmidt, 2008)
9 Se Helenius & Ahl (2024b) for en Gversikt.
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Likhet, ekvationer och uttryck

Det mest centrala begreppet i algebran ar likhet®. En mycket stor del av den ansats
for aritmetikundervisning, och valet av mal och innehall for aritmetiken har handlat
om att konstruera en sammanhangande behandling av likhet fran ak 1 till 10. | detta
avsnitt ger vi dock likhetsbegreppet en mer dvergripande behandling.

Ett centralt problem med likhetsbegreppet ar att elever efter att i manga ar
huvudsakligen ha arbetat med likhet i uppgifter som 3+5= tror att likhet betyder att ett
svar ska raknas ut. De far senare problem att forsta likhet som en relation som i
3+5=_+4 och darfor aven senare med att forsta ekvationer®. Ett annat problem ar att
det ar mycket svart eller rent av omgjligt att ge en dévergripande definition av likhet
utan cirkelreferenser eller genom att nagot annat som inte heller definieras® 7. Ett
satt att samtidigt hantera bada dessa problem lata den absolut férsta och under de
forsta aren helt dominerande satten att anvanda likhet och likhetstecknets
anvandning vara att arbeta med uppdelning av tal (5=2+3) och likhet mellan uttryck
(2+3=4+1), det vill saga, arbeta med likhet i relationell mening. Detta kan goras med
konkreta och ikoniska antalsmodeller som kopplas till symboliska uttryck som
involverar likhetstecknet garna med stod av schematiska representationer som pilar,
se Figur 30.

% Ibland anvénds termen ekvivalent eller ekvivalens for att beteckna det som egentligen ér likhet. Det
ar sarskilt vanligt i anglosaxisk litteratur och dven i matematikdidaktisk forskning. Det kan exempelvis
sagas att 1/2 och 2/4 ar ekvivalenta brak eller att 2x+3x och 5x ar ekvivalenta uttryck. Detta &r dock
olyckligt eftersom det som egentligen avses ar (matematisk) likhet. En gissning ar att termen
ekvivalent har borjat att anvandas for att det verkar konstigt att kalla sddant som uppenbarligen ser
olika ut for lika. Men just detta ar sjalva poangen med likhet - att beteckna sadant som ser olika ut som
lika, som i 1/2=2/4 och 2x+3x=5x. Man skriver likhetstecken och sager att de ar lika.

9 Bristen pa relationell forstaelse av likhet &r sa stor att det ar vanligt att ekvationer introduceras med
aterintroduktion av likhet med en balansvagsmetafor, dvs en helt ny beskrivning av vad likhet ska
betyda som i sig skapar en mangd i forskning dokumenterade problem. Ett valetablerat resultat fran
den didaktiska forskningen ar att det ar ett komplicerat kognitivt steg att ga fran en operationell
forstaelse av likhet som nar man skriver 8 som svar pa uppgiften 3+5= eller 2-4= {ill att forsta att det ar
2 (ochinte t. ex. 8 eller 14, som ar vanliga elevsvar) som |6ser uppgiften 3+5=_+6, se t. ex. Opsahl
och Topphol (2023) och dven Sumpter m.fl. (2025). Det finns dock ingen forskning som visar att det ar
svart att direkt nar likhetstecknet introduceras pa lagstadiet gora det via det relationella perspektivet,
eller som har via utbytbarhetsprincipen for likhet. Smaskaliga experiment har visat att den
utbytbarhetstolkning av likhet som det argumenteras for i denna text &r en lovande approach (Jones
m.fl., 2013). Den sammanfattning av tidigare forskning som finns i Jones m.fl. (2013) ger ocksa
massivt stod for att det ar det ensidiga fokuset pa likhet som en signal att utféra en berakning som
skapar elevernas svarigheter att anamma ett relationellt perspektiv pa likhet, inte att det i sig skulle
vara svart. Se dven

% Svarigheten &r inte av didaktisk natur, som Mazur (2007) évertygande har argumenterat for.

9 Om man t. ex. séger att tva uttryck &r lika om de representerar samma kvantitet, sa har man ju kvar
att forklara var samma kvantitet betyder. Vi kan saga per definition att a/b=c/d nar ad=bc och har da
Overfort problemet pa att sdga nar brak ar lika till en fraga om nar produkter ar lika, men har da kvar
att forklara nar sadana produkter ar lika. | figur X ges forslag pa en ingang till likhet som bade kan
anvandas i konkret arbete med likheter och som ger en rimligt intuitiv idé om vad likhet ar.
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+1

342 = 441 = 4+1

Figur 30. Bilden summerar ett satt att introducera likhet genom att direkt arbeta med
det relationella perspektivet. Det som féljer ar ett satt, baserat pa en sa kallad
antalsmetafor for tal (se avsnittet Aritmetik). Det finns ocksa andra satt, som inte tas
upp har. Det ar inte avsikten att bilden ska vara utgangspunkt fér en genomgang,
snarare nagot som en lektion eller sekvens av lektioner kan landa i efter att eleverna
experimentellt har fatt arbeta med till exempel femkamrater utan explicit referens till
likhetstecknet (eller plustecknet). De Gversta tva staplarna till vanster kan sagas visa
att 5=5, men ger inte en sa bra introduktion till likhet. Grupperade i 3 och 2
respektive 4 och 1 ar det svarare att se likheten, vilket kan éppna for fragan hur man
kan visa att de ar lika, utan att referera till att bada ar 5. En battre inledande aktivitet
som sedan ocksa ska pragla mycket av arbetet med den additiva aritmetiken ar att
undersdka hur man kan visa att tre och tva ar lika med fyra och ett, utan att referera
till att bada ar fem. Det kan man géra genom att med klossar (konkret form) eller
med bilder pa klossar (ikonisk form) flytta en 1:a (en kloss) fran den bla 2:an till den
réda 3:an. Da har vi byggt om tre plus tva till fyra plus ett. Den hdgra likheten galler
for att det ar tva (sédnar som pa farger) identiska byggen. Den vanstra likheten galler
for att antal klossar inte andrar sig for att vi flyttar pa dem. Pilen med +1
representerar den konkreta handlingen att flytta en kloss (en 1:a) fran den bla 2-
stapeln till den réda 3-stapeln. | de symboliska uttrycken (nederst) kan man inte ta ut
en 1:a ur sjalva siffran 2, men pilen med +1 ar en paminnelse om den fysiska
handlingen. | det symboliska uttrycket ar pilen samtidigt en kommunikativ handling
(som kan visa nagon annan hur man skapade 4+1 fran 3+2) och en mental
paminnelse om att den symboliska operationen har en konkret och ikonisk grund i
en faktisk forflyttning av en 1:a (en kloss).

Att det bara finns en punkt om likhet i Mal och innehall for arskurs 1-2 betyder inte
att det kan avhandlas snabbt. Snarare ar det nagot som ska behandlas varje vecka
under dessa tva ar, vilket inte ar svart eftersom tolkningen av likhet som lyftas fram
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har ocksa ligger till grund fér en god behandling av de flesta malen under rubriken
aritmetik. Man kan inte foérvanta sig att elever ska uppfatta den forstaelse for likhet
som vi ar ute efter har efter en enstaka lektion. Detta ar saker som undervisningen
maste atervanda till manga ganger.

T+3=5+5 T+1=6+2 1245=15+2
1743=15+5 17+15=27+5 1845=20+3
77+8=57+28 2+15=30+7 198 +5 =200 + 3

122 + 18 = 100 + 40 2224+ 15=232+5 998 + 5 = 1000 + 3
243=142 2,87+0,15=2,02+1 977 + 85 = 1000 + 62

Figur 31. Olika versioner av uttryck = uttryck. Uppgiften ar att valja en (eller fler) av
likheterna och presentera argument varfor det ar lika. Samma grundlaggande teknik
kan anvandas pa alla uppgifter, men variationen i svarighetsgrad gor att
uppgiftslistan som helhet fungerar fér en omfattande elevvariation. Om
undervisningen redan har behandlat brak och decimalform kan vissa elever ta sig an
sista raden och visa sina resonemang i symbolisk form, samtidigt som vissa elever
har nytta av att arbeta med de enklaste uppgifterna med multilinkstdd. Elevgruppen
som helhet kommer samtidigt att ha nytta av att presentera och ta del av varandras
resonemang.

Malet om likhet i ak 1-2 féljs sedan upp med att utvidga biblioteket av resonemang
som forklarar varfor tva uttryck ar lika t. ex. genom att inom det multiplikativa faltet pa
motsvarande som i Figur 31 arbete med likheter av typen 6-4=3-8 tillsammans med
rektangelrepresentationer (se avsnittet aritmetik) eller att arbeta med likheter i form
av oppna utsagor eller med andra symboler for obekanta dar fragan om hur man kan
visa varfor en likhet som 6-4=3-8 galler ersatts med fragor som vad ska sta pa den
tomma platsen fér att likheten 6-4=_-8 ska gélla? (eller motsvarande fragor inom det
additiva faltet eller i likheter som innehaller flera operationer). Detta ar en bra start for
att senare kunna forsta hur ekvationer fungerar. En annan aspekt av 6ppna utsagor
kopplar bade till aritmetiken och till funktioner och samband och handlar om att
utifran en viss situation, t. ex. Jag har tre bollar och du har néagra bollar och vi har 8
tillsammans. Hur manga har du? kunna stalla upp bada de symboliska uttrycken

3+ =8 och 8-3=_ och aven veta att de tva likheterna (eller ekvationerna) har samma
I6sning. Samma sak inom det multiplikativa faltet dar fragan Vi delade 12 kronor pa
nagra personer och fick 3 var, hur manga personer var det? bade kan beskrivas
med den 6ppna divisionsutsagan 12/_=3 och den dppna multiplikationsutsagan
12=_-3.
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En annan helt central resonemangsform som beror likhet ar likhet som utbytbarhet%,
och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya likheter som i mellanstadiet foljs
upp med att detta ar de huvudsakliga principerna for hur

Principerna for likhet som utbytbarhet ar mycket vitt
applicerbara. | huvudrakning finns t.ex. en myriad av varianter pa att till exempel
anvanda att 5=2+3 for att skriva om 8+5 som 8+2+3 (5:an byts ut mot 2+3) som
sedan kan beraknas som 10+3 (se avsnittet Additiva strukturer). Principen bygger pa
att man genom att ha automatiserat tiokamraterna och att man kan ta fram
uppdelningar av andra tal fran 2 till 9 kan fa maximal generaliserbarhet fran ett
relativt litet antal lagrade minnen. | Figur 32 finns fyra berakningsuppgifter dar varje
steg i berékningen innebar produktion av en likhet som bygger pa anvandning av en
enklare eller redan etablerad likhet. Likheterna i réda rektanglar ar argument for
varfor den likhet som pilen pekar pa galler. Fastan uppgifterna a-d ar av olika slag
finns det en slags generell resonemangsform som kan ateranvandas, namligen att
man anvander likheter for att producera nya likheter som gradvis tar ens uttryck allt
narmare svaret. Och samma sak galler for Figur 33. De tre uppgifterna dar skulle
kunna formuleras som férkorta, férenkla respektive faktorisera, men bygger pa
samma grundlaggande satt att anvanda likheter for att producera nya likheter som a-
d. Notera aven att forsta likheten i c. motiveras med ett argument med en ikonisk
representation i form av rektangelbilder av multiplikation. Om man introducerar
multiplikation med rektangelrepresentationer kan den alltsa hanteras nagon av de
forsta lektionerna om multiplikation, t.ex. i arskurs 3. | d. motiveras samma sak med
en generell algebraisk likhet, namligen den distributiva lagen. Alla argument, eller om
man vill kalla det tekniker eller metoder, i uppgifterna a-g kan generaliseras till mer
komplicerade fall som till exempel 18+5 eller 80+50 (a) respektive 15-8 eller 35-75
for (c och d).

Observera att serien a-g inte ndédvandigtvis ar ett forslag till en konkret progression,
eller att elever nédvandigtvis behéver motivera sina likheter pa precis detta satt, utan
informationen i Figur 32 och 33 ar agnade att forklara for [asarna av detta dokument
(dvs larare och andra berdrda) hur en sammanhangande progression for en viktig
aspekt av likhetsbegreppet dver hela grundskolan kan se ut.

% Det som har kallas likhet som utbytbarhet kallas ofta i den engelsksprakiga litteraturen the
(relational) substitution view of equality. Se t. ex. (Jones m.fl., 2013)
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d. 8+578+2+3T10+3=13

5=2+4+3 84+2=10

b. 13—8713—3—5710—5=5

8=3+5 13-3=10

C. 7-872-8+5-8=16+4O=56

d. 7-8?(2+5)-8?2-8+5-8=16+40=56

w9

o—_
SN

oo oo

7=2+5 (a+b)c=ac+bc||2-8
(distributiva lagen) | |5 -8

16
40

Figur 32. Berakningar dar varje berakningssteg, dvs produktion av en ny likhet,
bygger pa anvandning av en redan etablerad likhet. | fall c. motiveras den forsta
likheten med en ikoniskt representerad likhet i form av en rektangelmodell for
multiplikation. | fall d. motiveras samma likhet med en additiv uppdelning av 7 och
sedan en generell algebraisk identitet, namligen distributiva lagen.
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o 24 _2223 2223 2232 2 2
'36?2-3-2 3?2 2-3-3?2 2 3 3? 3,3
24=2.2.2-3|3.2=2-3 o= <=1 ﬁ
36=2.3.2-3 (gem!;nsadmt brgksct{reck)

x2—4_x2—22_(x+2)(x—2)_x—2
x+2 ? x+2 ? x+2 T_

=2| |- b =@+ b)a-b||c=
(Konjugatregeln)

4

g. 3x2y* 4 6x°y% + 12x%2 = 3x%y2(y?2 + 2x + 4)
f

ab+ ac = a(b + ¢)
(distributiva lagen)

Figur 33. Fall e. skulle kunna vara en uppgift med uppmaningen “Forkorta braket”,
fall f. en uppgift “Férenkla uttrycket” och fall g. en uppgift “Faktorisera”, men alla steg
i alla uppgifterna bygger pa att en likhet skapas genom tillampning av en annan
likhet, precis som for alla uppgifter i Figur 32.9°

Man kan ocksa notera att i d-g anvands generellt formulerade

som sedan anvands for att dra specifika slutsatser for just den uppgift som
avses. | d. anvands den generella regeln (a+b)c=ac+bc (distributiva lagen) tillampad
pa a=2, b=5, c=8. Att komma fram till att den distributiva lagen galler kan goras
genom att utforska den typ av rektangelfigurer som finns i fall ¢ (se avsnittet om
aritmetik). Men att tanka i denna form av bilder ar i langden kravande for
arbetsminnet och den visuella férmagan. En poang med en strukturell algebraisk
ansats i undervisningen ar att komma fram till generella samband som kan tillampas i
specifika fall. For eleverna betyder det att samma resonemangsformer kan tillampas
for att hantera ett bredare spektrum av olika matematiska situationer. | e. och f.
anvands till exempel a/a=1 (a far inte vara 0). | e. tillampas a/a=1 pa a=2 och a=3.
Men man hade kunnat klara sig utan denna regel genom att tanka pa 2/2 som
divisionen 2 personer ska dela pa 2 saker, da far de 1 sak var. Men detta ar ett
arbetsminneskravande resonemang att genomféra i huvudet varje gang. Att i stallet
rikta uppmarksamheten mot formen a/a=1 skapar en mycket battre forutsattning for
progression. Det gar att saga: férenkling eller férkortning av brak gar ut pa att
faktorisera och hitta a/a=1. Nar man da stoter pa f, sa galler fortfarande samma sak:
Jjag maste pa ett eller annat sétt faktorisera och hitta a/a=1. | fallet f. ar
faktoriseringen av ett mycket mer avancerat slag an i e.’%’ men det ar fortfarande

% Notera att f. endast galler nar x inte ar -2

190 Notera att faktorisera anvands i tva relaterade men olika betydelser i e. och f. | e. har man ett tal,
som 24, som sa att sdga faktoriseras isar genom att man hittar multiplikativa komponenter. | f. har
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hjalpsamt att tanken riktas mot just faktorisering (och darefter tillampning av a/a=1 pa
a=x+2, alltsa att hitta en faktor i téljaren som det finns en identisk version av i
namnaren). Allt detta ar exempel pa representation av aritmetikens centrala
identiteter (kommutativitet, associativitet, distributivitet, inverser, neutralt element) i
algebraisk form, vilket alltsa ar sadant man kan boérja att nosa pa redan i lagstadiet
genom att ta stdd i konkreta material eller ikoniska representationer och jobba med
dem pa ett generaliserbart satt for att eleverna pa hogstadiet ska vara férberedda for
att anvanda och bevisa mer komplexa aritmetiska samband och identiteter i
algebraiska form, som den distributiva identiteten (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd och
specialfallen konjugatregeln och kvadreringsregeln.

De generella principerna som formuleras ovan ar tankta att hjalpa larare dver hela
grundskolan, dvs redan fran arskurs 1, att férbereda for att elever pa hogstadiet ska
kunna, hantera av uttryck som kombinerar alla fyra aritmetiska operationerna och
innehaller tal i olika representationer och icke-numeriska symboler. Att systematiskt
arbeta med hur man skapar och anvander likheter, snarare an bara nar uttryck ar lika
eller hur man beraknar uttryck ar ett satt att skapa sadan flexibilitet. Sadant
likhetsbaserat arbetssatt kan aven anvandas for att hantera

Progressionen ovan handlar huvudsakligen om att producera likheter, och ett annat
strak som vi kort namnt ovan ar det som handlar om ekvationer. Vi beskrev hur
Oppna utsagor liknar ekvationer och pa mellanstadiet ska arbetet med

fordjupas. Ett steg i detta innebar att
oftare arbeta med bokstavssymboler. | en 6ppen utsaga som 3+_=5 ar den intuitiva
tolkningen vad ska sta pa strecket for att likheten ska stamma. En symbolrad som
8+ = + _+4 har ingen fastslagen tolkning och man kan tanka sig att skriva tre olika
tal pa de tre tomma platserna for att fa likheten att stamma. Men i 8+x=x+x+4 ska
den strikta tolkningen vara att om vi satter ett varde pa x, sa ska alla x ha samma
varde. Det ar denna regel som majliggor att kunna skriva och arbeta med
avancerade ekvationer. Det ar ocksa vart att notera att andra symboler som ar
vanliga att anvand pa lagstadiet fungera pa ett lite annat satt an _ (tom rad) eller en
tom ruta. Bada dessa stimulerar som sagt att direkt skriva in det tal som Iéser
likheten (ekvationen). Som att skriva 5 pa den tomma raden i 3+_=8. Det skulle se
konstigt ut att skriva _=5. Men redan att anvanda till exempel fragetecken ligger
narmare hur x eller nagon annan bokstav fungerar. | 3+?=8 ar det naturligt att ange
svaret som ?7=5.

For att poangtera att ekvationer egentligen bara ar likheter finns pa hogstadiet
formuleringen att hantera likheter pa formen uttryck=uttryck genom att ersatta det
ena uttrycket med ett som ar lika, eller operera pa hela likheten sa att den bevaras.
Denna mening poangterar att det finns tva huvudsakliga satt att operera pa likheter

man ett additivt uttryck x*2—4 som man skriver om till en multiplikation. Den andra formen av
faktorisering kan anvandas aven i numeriska sammanhang som (130+1300)/13. Om man beraknar
taljaren far man 1430/13 som inte ar sa latt att klara i huvudet. Om man faktoriserar far men
13(10+100)/13 och kan anvanda a/a=1 pa a=13. Men det hade ocksa gatt att dela upp hela braket
additivt och fa 130/13+1300/13.
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av typen ekvationer. Man kan ersatta den ena sidan med uttryck som ar lika som att
3x+4-x i ekvationen 8+x=3x+4-x byts ut till 2x+4 s3a att hela ekvationen blir
8+x=2x+41°1_ Den andra delen av meningen ovan handlar om den mer typiskt
fokuserade aspekten av ekvationslésning, nar man utfor samma operation pa
ekvationens bada sidor. | linje med sadant som beskrivits i avsnittet om aritmetik
finns det en tydlig vinst att beskriva de operationer som anvands som tillampning av
additiv och multiplikativ invers anvands for att hantera linjara ekvationer och andra
enkla ekvationer. Att prata i termer av additiv (att +a-a=0, eller att a+(-a)=0) och
multiplikativ invers (att a-1/a=1 eller a/b - b/a=1) ar ett satt att sdga att man (férutom
av forenklingar av ett led i taget) bara maste kunna goéra tva olika men relaterade
saker for att hantera alla linjara ekvationer. Arbetet med ekvationslésning gar ju ut pa
att med hjalp av tillatna manipulationer transformera ekvationen allt narmare ett lage
dar det star x=en numerisk term, dvs ekvationens Idsning. | ekvationen 3x=2x+1
skulle vi ju vara klara om vi inte hade 2x i hdgerledet. Eftersom 2x ar en additiv
komponent kan vi eliminera den genom den additiva inverser -2x, som vi tillampar pa
bada sidorna. Vi far 3x-2x=2x-2x+1 och alltsa x=71. Om vi har x-5=3 kan vi pa samma
satt eliminera den additiva komponenten -5 i vansterledet genom att i bada leden
addera den additiva inversen +5. Pa ett symmetriskt satt kan vi eliminera den
multiplikativa komponenten 3 i 3x=6 genom att pa bada sidorna tillampa den
multiplikativa inversen -%s. Eftersom den har kursplanen har ett tydligt fokus pa
multiplikativ brakaritmetik redan fran mellanstadiet ar anvandandet av multiplikativ
invers mycket kraftfullare an att séaga att 3an i 3x elimineras med division med 3. Med
ett inverstank ar ekvationen % x=6 ocksa latt att hantera med den multiplikativa
inversen -3/2.

For att skapa viss majlighet till variation inom ekvationslésningen bér ocksa enkla
kvadratiska ekvationer behandlas, vilket ar rimligt da bade kvadratrotter och potenser
behandlas inom aritmetikomradet.

Mal och innehall for omradet likhet ekvationer och uttryck i en ordnad lista:

1-2:

e Likhet och likhetstecknets anvandning i relationell mening genom att betrakta
uppdelning av tal (5=2+3) och likhet mellan uttryck (2+3=4+1) med konkreta
och ikoniska antalsmodeller samt hur dessa modeller motsvaras av
symboliska uttryck som involverar likhetstecknet.

e Likhet som utbytbarhet och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya
likheter.
Likheter i form av 6ppna utsagor eller med andra symboler for obekanta.
Resonemang som forklarar varfor tva uttryck ar lika.

101 Att vi poangterar detta med att forenkla ena sidan beror péa att forskning har visat att ekvationen dar
den ena sidan behdéver forenklas separat ar sarskilt svar for elever, aven nar sjalva férenklingen i sig
ar latt (Elkjaer, 2023).
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8-10:

e Hantering av uttryck som kombinerar alla fyra aritmetiska operationerna, tal i
olika representationer och icke-numeriska symboler

e Hantering av likheter pa formen uttryck=uttryck genom att ersatta det ena
uttrycket med ett som ar lika eller operera pa hela likheten sa att den bevaras.
Linjara ekvationer och enkla ekvationer av andra typer, t. ex. kvadratiska.
Hur additiv och multiplikativ invers anvands for att hantera linjara ekvationer
och andra enkla ekvationer

e Representation av aritmetikens centrala identiteter (kommutativitet,
associativitet, distributivitet, inverser, neutralt element) i algebraisk form.

e Anvandning och bevis av aritmetiska identiteter i algebraiska form, som den
distributiva identiteten (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd och specialfallen
konjugatregeln och kvadreringsregeln.

Monster och talféljder

Monster har en slags upphojd stallning inom matematiken och det finns de som
beskriver sjalva matematiken som vetenskap och mansklig verksamhet som
vetenskapen om abstrakta ménster. Det ar ocksa att kunna identifiera vissa monster
for att kunna skapa anvandbara klassifikationer. | geometri ar det exempelvis centralt
att bland alla manghdrningar kunna se att alla manghdrningar, hur de an ser ut, har
ett visst antal hérn. Darefter kan man klassificera manghdrningarna efter antal horn
och leta vidare efter olika monster av variation och likhet som finns bland exempelvis
trehdrningarna. Det mesta av den har blicken for monster och vilka monster som ar
varda att ta hand om och skapa matematiska begrepp ar svar att undervisa specifikt.
Man kan saga att férmagan att anvanda en sadan blick fér ménster troligen tréanas
bast inom specifika matematikomraden som aritmetik eller geometri. Inledningen till
aritmetikavsnittet i denna text tar till exempel utgangspunkt i en ménsteraktivitet som
gar ut pa att bygga olika prickmonster av fem prickar i olika farger och sedan
fokusera pa ett sarskilt ménster som har med helhet-del-del att gora.

Det finns dock nagra aspekter av monster och relaterade begrepp som passar att ha
i ett mer utpraglat mdénsteravsnitt i kursplanen och medveten évning i att arbete med
modnster och struktur har visat sig ha goda effekter pa elevers allmanna
matematikutveckling'2,

| arskurs 1 och 2 ar ett skal att starta undervisningen med moénster att det ar en
samtidigt kan leda till manga kreativa aktiviteter och fér en del kannas lite mer

192 Se arbete av Mulligan och flera kollegor (e.g. Mulligan m.fl., 2018; Mulligan, Oslington, m.fl., 2020;
Mulligan, Woolcott, m.fl., 2020).
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odramatiskt an att arbeta med tal och antal. Att bygga ett visst monster ar en lite mer
personlig sak. Det finns manga olika typer av ménster som man kan skapa bra
aktiviteter for de forsta arkurserna for, men det som har valts ut som mal ar
geometriska upprepande monster och vaxande monster. For att ens kunna prata om
sina monster behdver man dock forst vanja sig vid att klassificera och sortera objekt
efter egenskaper. De objekt som avses har ar typiska samlingar av féremal som kan
finnas i ett klassrum, som olika slags parlor eller mulitlink men egentligen kan det
vara vad som helst dar man kan ha en klass av foremal dar olika egenskaper (farg,
form etc.) kan identifieras och benamnas. Aven ikoniska bilder av sadana foremal
kan anvandas, men det finns ett tydligt kognitivt abstraktionssteg mellan att arbeta
med konkreta féremal och bilder av foremal, inklusive digitala bilder som man som
larare maste vara medveten om. En typisk aktivitet kan vara att anvanda parlor med
stor variation i farg och form och be elever sortera efter nagon eller nagra
egenskaper, som till exempel farg eller form och sedan beratta om hur de har
sorterat. Den férmaga man ar ute efter ar att kunna bestamma sig fér nagon viss
egenskap, kunna beskriva den och kunna halla sig till den nar man sorterar. Som
sagt ar detta vanligen ganska odramatiska aktiviteter och just darfér ar de bra for att
eleverna ocksa ska vanja sig vid att beratta om sin sortering fér andra och lyssna pa
andra och jamfora och kommentera eget och andras arbete. Detta ar alltsa tydligt i
linje med nagra av de centrala undervisningsstrategierna for ak 1-2 och arbete med
bade sortering och mdnster kan ses som en slags inskolning i
matematikklassrummet. Att arbeta med upprepande monster ar en mycket bra
fortsattning av detta arbete.

Nar arbete av detta slag foljs upp i helklass kan lararen alltsa skapa en tydlig riktning
mot allt hégre specificitet och precision i det som fokusera och i spraket i sig.
Inledningsvis kan eleverna ganska fritt beskriva sina monster, sedan kan lararen i allt
hogre grad styra diskussionen mot att be eleverna prata om och visa sina
monsterdelar och senare fraga om de kan beskriva sitt monster i generell form. Vad
detta betyder ska nu forklaras med hjalp av en schematiskt beskriven
undervisningssekvens i form av tre figurer.

)
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Ar detta ett ménster? Ar detta ett monster?

Figur 34. Multilink (kan vara PostIT-lappar pa tavlan, eller vilka féremal som helst) i
huvudsakligen oordnad form och som ett upprepande monster. Vad sager eleverna
om saken? Fokusera efterhand diskussionen mot vad som upprepas i den hégra
figuren. Bygg egna monster. Beskriv dem fér andra. Ge ditt monster till nagon annan
och se om den bygger vidare som du tankte.
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Vilken figur skulle komma sen? Hur kan vi veta? Bygg vidare
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Var kan ni se monsterdelarna?

Figur 35. Overséatt ménster fran en klass av féremal till en annan, som fran farger till
former. Hur vet man hur man ska bygga det nya ménstret vidare? Hjalps at att
identifiera monsterdelen, dvs den minimala unika sekvens som upprepas i hela
monstret. Hitta upplagor av monsterdelen pa nagra olika stallen i bAda mdnstren.
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Om tva monster ser har samma monsterdel uttryckt i
bokstéver sager vi att det har samma struktur

Figur 36. Begreppet struktur. Ett upprepande monsters struktur ar monsterdelen
oversatt till en bokstavskombination pa ett entydigt satt. Varje férekomst av ett
objekt med en viss egenskap (rund, gron etc.) 6versatts dverallt till samma bokstav.
Det forsta objektet i monsterdelen 6versatts till A, osv.

Undervisning om de sakerna som har beskrivits ovan kan organiseras pa manga
olika satt och goras i manga varianter. Det viktiga ar att eleverna tycker att det ar
givande och att de aktiviteter man valjer leder till produktiva helklassdiskussioner dar
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man gemensamt kan hjalpa alla elever att rikta sin uppmarksamhet mot en given sak
(mdnsterdel t.ex.) och att utveckla sin sprakliga precision samt att delta i
diskussionen tillsammans med andra elever och lararen. S& smaningom kan man
lamna detta (och eventuellt aterkomma vid nagra senare tillfallen) och exempelvis
fortsatta med fem-monster (se aritmetikavsnittet)'03.

Geometriska vaxande monster ar sedan en bra variation eller fortsattning och medan
upprepande monster kanske framst har en viktig roll i den tidigaste
matematikundervisningen och matematikutvecklingen ar vaxande monster nagot
som aterkommer med i den senare undervisningen. Vaxande monster karakteriseras
ofta men inte alltid av att en viss monsterdel pa ett eller annat satt upprepas, sa
dvningarna med upprepande monster forbereder elever for att arbeta med vaxande
monster.

. L L I_

Figur 37. Tva olika vaxande monster.

Det kan vara bra att arbeta lite med vaxande moénster redan i ak 1-2, men det ar
mest for att eleverna ska bekanta sig med att inte alla monster ar upprepande
monster. Man bér inféra terminologin figur 1, figur 2 och sa vidare och aven skriva
det pa tavlan under figurerna eller representera figurnumret pa andra satt. Det ar bra
inledning for eleverna eftersom det gor det enklare att fokusera samtalet pa den figur
man vill diskutera och stélla fragor som: Hur ser nésta figur ut? Hur ser figur 7 ut?
Kan vi hitta figur 3 som en del av figur 4? Vad har tillkommit i figur 4 som inte redan
fanns i figur 3? Monsterarbetet i ak 3—4 fortsatter sedan med vaxande monster men

103 utvecklingsprojekt som bedrivs med detta som grund gor vi ungefar samma uppstart i ak 2
(nuvarande ak 1) som i &k 1 (nuvarande forskoleklass) och ser ak 1 som en repetition. Generellt kan
mycket av undervisningen i &k 1 och 2 vara lika och genomféras med lagre krav pa formalisering och i
lagre tempo i ak 1 och sedan igen med lite hogre krav i &k 1. Nar eleverna bade kanner igen vissa
aktiviteter och har blivit ett ar aldre blir bade tempot och deras sprakliga precision naturligt battre.
Elever som lar sig langsammare av undervisning har stor nytta av att bade utmanas tidigt och att fa
systematisk repetition av nastan samma sak i senare arskurser.
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det finns inget som hindrar att man aterknyter till upprepande monster eller andra
monster. | 8k 3 och kanske framfor allt i ak 4 kan man ocksa arbeta med hur véxande
monster kan representeras med aritmetiska uttryck. Det som avses har ar i
forlangningen hur antalet element for en viss figur kan undersékas och beskrivas,
men eleverna behdver ocksa vanja sig vid att hitta férandringen mellan figurer,
eftersom det senare kommer att vara en viktig teknik for hur man hittar antalet for en
viss figur och sa smaningom en formel for antalet. | mellanstadiet ar malet relaterat
till detta formulerat som:

dvs undervisningen ska behandla tekniker for att
hitta den slutna formeln, men det ar inget krav att eleverna ska kunna det. |
hdgstadiet aterkommer formuleringen, men nu ar hela malet av typen beharska. Som
vanligt kommer dock olika elever att kunna hantera detta olika bra i betydelsen att
det kravs mer kunskap for att hantera mer avancerade monster. Hur geometriska
vaxande monster kan representeras rekursivt och med en sluten formel.

En langsiktig progressionslinje genom detta ar att boérja med att inféra figurnummer
och att prata om hur en viss figur kan fas fran den féregaende. Detta kan sedan
representeras pa olika satt, t. ex. med den pilnotation som ar etablerad i
aritmetikavsnittet. Darefter kan man inféra en funktionsnotation for antalet, t.ex.
A(1),A(2), ... for antalet element i figur 1, 2,... Det ar en bra idé att géra det i detta
specifika sammanhang, for det hjalper eleverna att vanja sig vid hur
funktionsnotationen fungerar, vilket ar bra for senare arbete inom avsnittet Funktioner
och samband'%. Ett steg i denna utveckling ar att (pa mellanstadiet eller hogstadiet)
infora variabeln n fér den n:te figuren. Det som benamns rekursiv representation kan
med funktionsnotationen skrivas som till exempel A(4) = A(3) + 4 fér de orange
figurerna i Figur 37. Man kan observera att bada fyrorna i A(4) = A(3) + 4 faktiskt ar
figurnumret, for att varje triangel bestar av féregaende triangel plus en ny nedersta
rad som har lika manga element som figurnumret. Sa A(5) = A(4) + 5, och sa vidare.
Nar man har infér variabeln n kan man uttrycka detta generellt som A(n) =

A(n — 1) + n vilket ar en generell version av en rekursiv formel. Om vi later antalet
element i figur n i den réda féljden i Figur 37 ges av B(n) kan vi se att en rekursiv
formel ar B(n) = B(n — 1) + 2, dvs den 6kar lika mycket hela tiden, vilket kallas att
den Okar linjart. For sadana foljder finns det standardtekniker for att hitta en formel
for A(n) som ar en funktion av n och inte innehaller A(n — 1). Detta kallas en sluten
formel. For foljder som den orange i Figur 37 och 261 behdver man tillgripa andra
tekniker. Det ar inte att betrakta som standardkunskap i grundskolan (mer exakt
hdgstadiet) att kunna géra det man det kan &nda vara intressant att behandla nagra
sadana tekniker och anvanda sadana uppgifter i problemlésningssammanhang. Figur
38 visar ett satt att hitta en sluten formel.

Ofta kan man ur sjalva sekvensen av antal (1, 3, 5, 7... for den roda foljden) ocksa
gissa sig till forst vad skillnaden mellan konsekutiva tal ar (2) och darefter hitta den
generella (slutna) formeln for det n:te talet i foljden. Detta ar ocksa en viktig teknik att
kunna. Men nar ursprunget ar en foljd av geometriska figurer ska man ocksa kunna
ur figurkonstruktionen kunna beskriva varfér 6kningen mellan tva konsekutiva figurer

194 Det &r ocksa vanligt att i sammanhang som dessa anvanda index for figurnumret, dvs A, 4,, ... Det
ar bra att eleverna aven har sett den notationen. En férdel med att anvanda A(n), F(n), eller liknande
ar som sagt att det kan ge en bra ingang till att anvanda funktionsnotationen i andra sammanhang.
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ar konstant och vad den ar. Man kan alltsa saga att arbetet med talféljder i allmanhet

ar relaterat men inte riktigt samma sak som arbetet med vaxande foljder av
geometriska figurer.

B0 NECIC N
H EE[ NN TEEE

figur 1 figur 2 figur 3 figur 4

+2 +3 +4 +35
Ad)=AQ3)+4 Am)=An—1+n

nn+1)
2

.|.I.LL

figur 1 figur 2 figur 3 figur 4 figur 4

+2 +2 +2 +2

B4)=B(3)+2 Bm)y=Bn—-1)+2
Bn)y=2n-1

A(n) =

Figur 38. Overst en orange féljd av triangeltal, jamfért med Figur 37 har vi av skal
som snart avsldjas byggt om trianglarna till ratvinklig i stallet for toppig form. | figur 4
ar nagra kvadrater markerade med bla ram. Dessa ar identiska med figur 3. Man
kan se att varje ny triangel ar konstruerad av féregdende pa detta satt och att de
nya elementen i figur n ar n till antalet. For figur 2 och uppat har den orange
triangeln roterats 180 grader och bildar da tillsammans med det orange originalet en
rektangelform. | det allmanna fallet har den n rader och n+1 kolumner for figur 1 och
bestar alltsa av 2 identiska trianglar som figur n. Darfér ges A(n) av A(n)=n(n+1)/2.
Den roéda foliden har konstant 6kning. Den slutna formeln maste ha en term 2n. For
att det ska stamma med forsta figuren maste vi ha B(n)=2n-1. | den extra figuren
langst till hdger med svagare rod farg har den utstickande delen av den vertikala
delen av figuren stallts ut. Da kan man direkt se att B(n)=2n-1. Ibland kan sadana
tekniker vara via att forst hitta 6kningen mellan varje figur, men geometriska
manipulationer kraver mer kreativitet, medan den andra tekniken gar till pa ungefar
samma satt alltid.
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Termen betyder i det har sammanhanget att elementen i en talf6ljd
summeras. Bade ska behandlas pa mellanstadiet, utan att det stalls sarskilda krav pa
att nagra speciella tekniker beharskas. Pa hogstadiet ar ska talfoljder och talserier
beharskas. Ett rimligt krav ar att man for nagra enkla talféljder av kan ta fram en
formel for det n:te elementet och anvanda beteckningar som f(n) eller an for att
beskriva det n:te elementet som en funktion av n. For talserier ar det lampligt att
kunna kanna igen serier dar 6kningen mellan konsekutiva termer ar konstant och for
sadana serier kunna berdkna summan av de n forsta termerna. Det ar alltsa
nddvandigt att arbeta med formeln for sadana serier.

Mal och innehall for omradet monster och talfoljder i en ordnad lista:

1-2:
e Sortering av objekt efter egenskaper.
Monster, framfor allt geometriska upprepande monster och védxande ménster.
Begreppet monsterdel och hur upprepande monster kan representeras i
generell form.
3—4.

e Vaxande monster och hur de kan representeras med aritmetiska uttryck.

8-10:
e Hur geometriska vaxande monster kan representeras rekursivt och med en
sluten formel.
e Talfdljder och talserier.
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Funktioner och samband

Det har omradet har bytt namn fran samband och férandring till funktioner och
samband, mest for att funktioner och samband bada ar matematiska begrepp,
medan férandring snarare ar ett allmant fenomen som kan matematiseras (t.ex. med
hjalp av att beskrivas som funktioner eller samband). Samband och forandring ar inte
alltid ett eget omrade i andra landers kursplaner. Ibland ar det en del av algebran.
Forskningslitteraturen om algebra och tidiga algebra tar sig i allmanhet ocksa an
funktioner och samband som ett delomrade'®. Det ter sig majligen naturligt eftersom
funktioner och samband pa det formella planet typiskt anvander sig av variabler, som
tex x och y, vilket ju ocksa forekommer i algebran. Det finns dock viktiga skillnader
vilken mening symbolen x har olika tillampningar. Ibland ar x en variabel, dvs man
tanker sig att x samtidigt antar alla varden eller undersoker vissa varden pa x som
man ar sarskilt intresserad av. Ibland ar x ett okant varde, som nar man ska losa en
ekvation. Ibland ar x snarare en slags platshallare fér mdjliga tal eller andra objekt,
som i identiteten x/x=1. i relation till funktioner och samband ar x (eller andra
symboler) typiskt variabler, som alltsa kan anta olika varden.

Det val som har gjorts ar att dela upp omradet funktioner och samband i tva delar,
dar det forsta tar hand om omradet pa ett generellt plan och det andra fokuserar pa
en sarskild klass av samband, namligen proportionella samband. Det finns tre skal
att bland alla mdjliga specifika klasser av samband som skulle kunna studeras just
valja ut proportionella samband. Proportionella samband ar valdigt viktiga for att de
forekommer i manga tillampningar; proportionella samband bildar grund for flera
viktiga begrepp i andra delar av matematiken; och proportionella samband ar ett
omrade for vilket man kan beskriva tydliga undervisningsprogressioner som binder
ihop manga delar av matematiken. Det sista skalet handlar alltsa att man genom att
lata proportionella samband vara ett utvalt strak i undervisningen kan skapa ett slags
sammanhallande kitt mellan olika delar av matematiken som annars Iatt kan
uppfattas som atskilda.

Variabler och representation av variation och samvariation

| arskurs 1-2 ar matematikundervisningen huvudsakliga fokus tal och additiva
strukturer. Som det har beskrivits i avsnittet Additiva strukturer ar en viktig aspekt att
utifran en additiv situation, till exempel beskriven i en textuppgift eller nagon
berattelse, kunna skriva ned ett aritmetiskt uttryck. Ibland &r sddana utsagor av typen
saknat varde, som till exempel: Du har 5 kulor och vinner nagra sa att du sen har 8,
hur manga kulor vann du? Utsagan beskriver i sin enklaste form en addition (av
typen lagga till), men det som laggs till ar okant och det aritmetiska uttryck som ligger
narmast till hands ar 5+ _=8. Figur 7, Figur 8 och Figur 9 beskriver olika
ickesymboliska representationer av situationen, men utifran en progression i omradet
funktioner och samband ar den additiva 6ppna utsagan 5+ =8 mer intressant. Redan
med utgangspunkt i detta uttryck kan vi skapa en progression hela vagen mot
arskurs 10. For det forsta, det som motsvarar det sdkta, eller okanda, vardeti 5+ =8
ar representerat av en tom rad. Det ar for ovrigt onskvart att ha med denna symbol
aven om man hade skrivit berakningsuttrycket 8—5=_ eftersom denna notation leder

195 (Kieran, 1994; Kieran m.fl., 2016)
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mot att tdnka pa likheter som ekvationer och senare som funktioner. En annan
representation som vi ocksa redan har sett i aritmetikavsnittet ar att anvanda
symbolen ? dvs skriva 5+7=8. Bade tom rad och ? leder tanken till att det ar nagot
som saknas som vi ska hitta eller nagot som vi undrar sa pa detta satt ar symbolerna
lika. Men nar eleverna sjalva skriver 5+_=8, sa stimulerar den tomma raden att man
helt enkelt funderar ut svaret och skriver det pa raden. Nackdelen med det ar att
nagon annan (och kanske inte heller en sjalv) kan se hur I6sningen kom till eftersom
det som motsvarar en ekvation med en okand nu inte langre har nagon
representation av de okanda. Den lilla med viktiga variationen i att istallet skriva
5+7=8 gor att det inte finns nagon plats att i likheten skriva svaret, dvs den okanda
mangden vunna kulor. Istallet far man da skriva ?=3. Detta gor att anvandningen av
symbolen ? stimulerar hanteringen av likheter med ett okant eller saknat varde att bli
mer lik den framtida dnskvarda hanteringen av ekvationer. For arskurserna 3—4 ar
malet att eleverna ska kunna skapa aritmetiska uttryck (med eller utan variabler eller
obekanta i form av bokstavssymboler) som representerar matematiska situationer.
Har utvidgas alltsa malet till att galla matematiska situationer i allmanhet, vilket kan
vara multiplikativa situationer, men i princip aven situationer eller andra fenomen fran
geometri och matning eller statistik och sannolikhet. Ett annat viktigt tillagg i linje med
var tidigare diskussion ar ocksa att anvanda obekanta i form av bokstavssymboler.
Vad skiljer att anvanda x fran att anvanda ? eller _ (tom rad)? For situationen Du har
nagra gula och nadgra réda kulor och 8 tillsammans skulle man kunna skriva uttrycket
?+7?=8 eller _+_ =8. Det finns inga etablerade regler for de informella symbolerna _
(tom rad) och ? som sager att det ena fragetecknet kan star for 3 och det andra for 5.
Men nar man skriver x+x=8 sa ska det alltid betyda att x i bada instanserna ska
betyda samma varde. Om det inte hade varit fallet hade vi till exempel inte kunna
skriva om x+x till 2x, och inte overhuvudtaget kunna hantera x i aritmetiska eller
algebraiska sammanhang som om det var ett tal. Detta ar alltsa ett viktigt principiellt
skal till att anvanda bokstavssymboler och introducera regeln att en viss bokstav i ett
visst uttryck alltid star for samma tal. Om man vill representera Du har nagra gula
och nagra réda kulor och 8 tillsammans far man helt enkelt anvanda tva olika
bokstaver, som x+y=8. Notera att det ar tillatet att x=y=4. Likheten x+x=8 skulle
kunna sta for situationen Du har nagra gula kulor och lika manga réda och 8
tillsammans. Likheten x+y=8 ar intressant for att den kan ta oss fran ekvationer eller
likheter som modeller av en situation till funktioner. Givet villkoret Det finns 8 kulor, x
gula och y réda kan ju x variera och for varje val av x finns det ett bestamt y som
maste galla. Detta ligger valdigt nara definitionen av en funktion och det viktiga
fenomenet samvariation finns representerat i uttrycket, for nar x varierar maste ju y
variera pa ett slags kompenserande satt. Att termen samvariation finns
representerad i detta omrades rubrik ar just for att det ar nagot som kan studeras
redan innan man pratar om funktioner och nagot som kan géalla aven fér samband
som inte ar funktioner. Om vi skriver om uttrycket till y=8-x har vi en klassisk
funktionsrepresentation. Det ar naturligtvis meningen att man ska arbeta med
manga olika situationer och motsvarande uttryck, ekvationer och funktioner, men har
har vi alltsd med en mycket enkel situation som grund tagit oss fran den mest
rudimentara typen av aritmetisk representation till malet for ak 5-7: att

Vi kan for évrigt modifiera var situation till det finns x dl gul saft och y dI réd saft och
totalt &r det 8 dl saft, om vi vill att vart uttryck y=8-x inte ska vara begrénsat till att x
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och y maste vara ickenegativa heltal. Det som aterstar i just detta progressionsspar
for att na hogstadiets niva ar funktionsnotationen f(x). For att fran y=8-x komma till
f(x)=8-x behdver man ju bara formellt byta y mot f(x), men for att detta steg ska ha
mening ar det en stor mangd konceptuella saker som behdver vara pa plats. Att
y=f(x) ska ses som en funktion av x handlar om att det for varje tillatet varde som x
kan anta finns exakt ett bestamt varde pa f(x). Det ar erkant svart att fullt ut greppa
principerna for en funktion, men det ar antagligen bra att i manga konkreta fall vanja
sig vid att anvanda funktionsnotationen for att beskriva samvariation. Om man t.ex.
arbetar med rektanglar area i geometrin kan man beskriva arean for en rektangel
med bredden 6 och hdjden x som A(x)=6x, och for omkretsen av samma rektangel
O(x)=6+6+x+x=12+2x. Det finns manga andra exempel dar funktionsnotationen kan
inféras och anvandas.

Ett ytterligare progressionsspar inom detta omrade handlar om koordinatsystem. Det
finns tva huvudsakliga associerade men delvis olika tolkningar. Ur ett geometriskt
perspektiv kan ett koordinatsystem ses som ett system for att ange en position helt
oberoende av andra referenser an till koordinatsystemet sjalvt. Det har ar en
tillampning av koordinatsystem som ligger nara geometrin (och som ocksa ofta blir
aktuellt i enkla programmeringsdvningar nar man till exempel styr en figur eller ska
rita ett visst objekt pa en viss plats). | den har meningen kan man se ett
koordinatsystem som tva korslagda tallinjer med 90 grader mellan dar man ofta kallar
den horisontella for x-axel och den vertikala for y-axel. Eftersom denna kursplan har
ett tydligt fokus pa tallinjer bor elever vara relativt val forberedda for att sa
smaningom hantera aven koordinatsystem i formell mening. Den aspekt av
koordinatsystem som malen har framst handlar om ar mer kopplade till grafer och
andra satt att representera data med hjalp av koordinatsystem. En svarighet med
koordinatsystem (jamfort med vissa av de relativt likartade representationerna som
berors i statistikomradet) ar att det kravs en slags teknisk kompetens for att satta in
punkter pa ratt plats och Iasa av dem. Ett satt att inleda undervisningen om grafer
och tabeller kan vara att forst arbeta med konkreta tidsberoende fenomen som
védxande véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln. Om en vaxt vaxer i
en kruka kan man anvanda ett kartongblad med hack i och flytta arket at vanster
varje dag (varannan, var tredje etc.) och varje gang notera vaxtens hojd pa
papperet'®. Detta ger en mycket direkt avbildning av hur hojden férandrar sig 6ver
tid, utan att det staller tekniska krav pa matning eller pa sjalva koordinatsystemet.
Motsvarande mal finns identiskt i ak 3—4. Just vaxtexperimentet tar ju lang tid och
kan genomféras parallellt med annan undervisning. Med lite olika fokus olika ar nar
eleverna ar lite mer vana gar det ocksa att med hjalp av ett koordinatsystem féra bok
dver andra tidsberoende fenomen, som t. ex. dagens temperatur eller hur manga
elever som ar pa plats och sa vidare. Med rimlig forberedelse fran lagstadiets
undervisning sedan behandla koordinatsystem mer formellt, men fortfarande med
fokus pa att olika grafer och som nagon annan
har producerat. Vi har ju redan tidigare berort funktionsnotationen f(x) som ett satt att
uttrycka samband och sa snart man har ett sadant samband kan man ocksa studera
hur funktioner kan representeras i koordinatsystem.

196 For en utforligare forklaring, se Helenius (2012).
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En annan ny, eller i alla fall mer specificerad punkt ar likhet mellan funktioner. Likhet
mellan funktioner blir ett nytt begrepp for eleverna. | en ekvation som 2x+3=x+5 kan
ju bade hogerled och vansterled ses som funktioner av x, och eleverna ar ju da vana
att I6sa ekvationen och far fram (i det har fallet ett) x som gor likheten sann, dvs l6ser
ekvationen. Men om likheten 2x+3=x+5 betraktas som en likhet mellan funktioner sa
ar den falsk, for tva funktioner ar lika nar de ar lika for alla x. For linjara funktioner ar
likhet mellan funktioner ett latthanterat problem, for tva linjara funktioner ar lika precis
nar de har lika koefficienter. Men det finns andra fall att studera, som om

funktionerna f(x)= x och g(x)=Vx2 lika. Svaret beror ju pa om man studerar funktionen
endast for positiva x eller for alla x. Likhet mellan funktioner behdver inte vara nagot
stort omrade, men det ar bra att ha med for att de utvidgar eleverna uppfattning om
hur funktioner fungerar.

Ett nytt mal ar att ocksa behandla kurvor i koordinatsystem och vilka kurvor som kan
vara funktionsgrafer f(x). Det ar kategoriserat som behandla, bland annat for att om
man slar fast. ex.akt vilka kurvor som ska studeras, som cirkel eller ellipsen blir det
latt en odnskad hdjning av svarighetsgraden. En foérdel med att anda behandla andra
kurvor ar att man da kan anvanda detta till att undersoka villkoren fér nar en kurva
skulle kunna vara en funktionsgraf. Det har ar ett satt att narma sig de krav som
stalls for att ett visst samband mellan x och y ska kunna vara en funktion. Eftersom
bade exponenter och rétter ingar i hogstadiet matematik skulle det till exempel ga att
studera sambandet x?+y?=1 som i grafisk form ar cirkeln och undersodka vilka delar av
cirkel som kan skrivas som y=f(x) och kanske vilka som kan skrivas som x=f(y). Att
arbete med sadan skulle kunna erbjuda en bra variation till att arbete med linjara
funktioner och darmed undvika att elever tror att funktioner i allmanhet ar linjara.

Notera att det ocksa finns mal under Tekniska hjalpmedel som berér den digitala
sidan av att producera och tolka funktionsgrafer. Det sista malet handlar om Linjéra
funktioner och notationen y=kx+m och kopplingar till réta linjer i koordinatsystem.

Mal och innehall for omradet variabler och representation av variation och
samvariation i en ordnad lista:

1-2:
e Skapa aritmetiska uttryck som representerar additiva situationer, inklusive
som Oppna utsagor av typen 5+ =8 och 5+7=8.
e (Gora grafer och tabeller 6ver konkreta tidsberoende fenomen som véxande
véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln.

e Skapa aritmetiska uttryck (med eller utan variabler eller obekanta i form av
bokstavssymboler) som representerar matematiska situationer.

e Skapa och tolka grafer och tabeller 6ver konkreta tidsberoende fenomen som
véxande véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln.
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e Funktionsnotationen f(x) och hur den kan representeras i koordinatsystem.
Likhet mellan funktioner.
Linjéra funktioner och notationen y=kx+m och kopplingar till réta linjer i
koordinatsystem.

e Kurvor i koordinatsystem och vilka kurvor som &r kan vara funktionsgrafer f(x).

Proportionella samband

Redan i de inledande delarna i avsnittet Multiplikativa struktur under omradet
Aritmetik beskrivs det hur intuitivt proportionellt tankande ar en grund for multiplikativt
tankande. De schematiska bilderna som presenterades (Figur 15) dar kan ses som
ordnande principer for stora delar av omradet proportionella samband. Punkten som
beskriver att ett undervisningsinnehall i arskurserna 1-2 ska vara enkla
proportionella resonemang som bygger pa barns intuition for att dela lika, fordubbla
och halvera mangder och objekt samt skalning med naturliga tal &r alltsa nara
associerat med de mal som beskrivits for Mulitiplikativa strukturer fér ak 1-2. Aven i
arskurs 3-4 ar malet att kanna igen och kunna representera proportionella samband i
tabellform samt med en multiplikationsoperator, som dubbelt-halften, trippelt-
tredjedel nara associerat med motsvarande mal i omradet multiplikativa strukturer.
Det galler sarskilt hur multiplikation kan ses som en operator som exempelvis skalar
saker till det dubbla (-2) eller gér det motsatta och halverar saker (-1/2) (se Figur
24). | malet namns ocksa tabellform (ibland kallat tilde-tabell’®” efter tecknet ~ (tilde)
som ofta anvands for att betrakta att tva saker ska ses som proportionella).
Tildetabeller bygger pa foljande. Antag att du har tva kvantiteter som ar
proportionella, Sag t.ex. att du kdper godis for ett visst pris i kronor per hekto (hg). Da
finns en proportionell relation mellan antalet hg godis du far for ett visst antal kronor
och omvant hur manga kronor ett visst antal hg kostar.

For att gora uppgiften lite komplex (men majligen lite orealistisk), sag att vi vet att 2
hg kostar 50 kronor och undrar vad 7 hg kostar. Vi kan skapa tabellen i Figur 39.

107 Tecknet tilde anvands ofta for likformighet i geometrin, som en typ av proportionalitet och i vissa
lander ocksa mer generellt for proportionalitet. Det ar valdigt praktiskt att ha ett tecken for att saga att
tva kvantiteter ska betraktas ha ett proportionellt samband, som 2 hg ~ 50kr i vart. exempel.

(169) 103



hg godis Pris kr

10
20

r\.J|~—

o
10 250 > :
)i

5 125

7 175 .

Figur 39. En tilde-tabell. Ett villkor som gor att tva kvantiteter ar proportionella mot
varandra har presenterats, t.ex. att en viss mangd godis har ett visst pris. Vi far veta
en instans, som att 2 hg kostar 50 kr. Via intuition for proportioner blir det klart att
dubbelt s mycket godis kostar dubbelt sa mycket osv. Men ocksa att om vi via
skalning kommer fram till att méangden a kostar priset b och mangden c kostar priset
d sa maste mangden a+c kosta priset b+d. Pa ett teoretiskt plan ar detta villkor for
linjaritet. Men det viktiga ar snarare att aven unga elever i allmanhet mycket snabbt
plockar upp denna princip via sin intuition. Sa for att |6sa uppgiften: Vi provar att
tiodubbla (bade hg och kr). Det blir for mycket, sa vi halvar. Det blir ocksa fér mycket
sa vi halvar igen. Nu ar det for lite (5 hg), men om vi adderar med rad ett ar vi klara.
Metoden ar ingen algoritm, dvs det ar inte fran borjan klart hur man ska skala och
addera for att komma till det man vill ha, men metoden ar praktisk och intuitiv och en
bra évning i att administrera proportionellt resonemang.

En direkt metod hade varit att dela med 2 for att fa veta vad 1 hg kostar och sedan
multiplicera med 7. Det kallas vagen Over 1, och ar ocksa en relativt intuitiv och bra
metod, som dock inte ger lika bra 6évning i proportionella resonemang som
tildetabellen. Dessutom, ett skal till att vagen 6ver 1 ar sa latt att tillgripa for elever, ar
att det ar Iatt att tanka sig just 1 hg, och sedan att flera hekto kan fas genom olika
manga kopior av detta hekto, och sedan samma sak pa pengasidan. Det har ar exakt
det tdnket som presenterades redan i Figur 15. Men detta ar inte riktigt samma sak
som att tanka att det finns ett visst tal - priset per hekto - som kan multipliceras med
vilket kvantitet hg som helst och da ger priset fér denna kvantitet. S& &ven om vagen
over 1 ar en viktig strategi behéver man ocksa arbeta med skalningsoperatorer. |
sjalva verket har grunderna till hantering av proportionella situationer med
skalningsoperator redan introducerats pa lagstadiet, se Figur 25 i multiplikativa
strukturer. | uppgiften ovan kan vi ju direkt identifiera att vi vet var 2 hg kostar men
soker kostnaden for 7 hg. Men det kan vi ju ta redan pa om vi vet vad vi ska
multiplicera 2 med for att fa 7, for da far vi svaret genom att multiplicera 50 med
denna faktor. | enlighet med resonemanget i Figur 25 ges denna faktor av 7/2. Sa
svaret ges av 50-7/2.
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2 hg kostar 50 kr, vad kostar 7 hg?

_ Mellan

-2 kr/h .
50 ? //__7_,3_,“1__7_“‘ rom
7 = 7 2 hg 50kr . . ;
;‘f \"‘. /_—“\.
| [ 0 _ 1) 2
/ ] 7 .
50kr  ?kr \ / ~—
e — 7Ihg ? kr =
2hg 7hg — - :
-2 kr/hg

Figur 40. Olika representationer av fragan Vad kostar 7 hg godis om 2hg kostar 50
kr? Till vanster, fragan kan stallas upp som brak, med eller utan enheter. Som vi
redan har beskrivit i det inledande exemplet om multiplikation (Figur 15) kan man
hantera enheterna ungefar som om de var variabler dvs kvoten 50kr delat pa 2 hg
ger 50/2 kr/hg. Uppgiften kan alltsd genom att representeras som en likhet mellan
tva forhallanden l6sas som en ekvation. Aven om detta matematisk verkar vara ett
enkelt och generellt satt, har det visat sig att manga elever har svart att skriva upp
ratt ekvation eller gor fel nar de l6ser den. Den skalningsbaserade modellen i mitten
ar, fast den ser kranglig ut pa bild mer intuitiv och kopplad till elevers grundldggande
forstaelse for proportioner. Till hdger en illustration av att de skalningsfaktorer vi har
identifierat i diagrammet ocksa finns som relationer inom och mellan braken. Notera
att eftersom kvoterna som har stallts upp representerar sammansatta enheter,
motsvarar relationerna inom braken relationerna mellan enheter i diagrammet.

Det ar alltsa viktigt att elever lara sig att flexibelt

och forstar hur dessa tre hanger ihop. Det exempel som vi har
anvant innehaller sammansatta enheter vilket brukar anses vara en komplicerad
historia, men eftersom det finns manga exempel som de flesta eleverna kan ha en
god vardagsintuition for ar anda lamplig att anvanda mycket tidigt och genom hela
skolan for att utveckla elevernas formaga att hantera proportionella situationer. Det
finns dock situationer av andra slag, som inte pa samma naturliga satt leder mot att
tanka i kvoter eller forhallanden. Betrakta foljande uppgift

Kim och Robin gar Iangs en mur. Kim behover 40 steg for att passera muren
och Robin 30 steg. Robins steg ar 80cm langa. Hur langa ar Kims steg?

Detta ar ocksa en proportionell situation, men den leder inte lika naturligt till en likhet
mellan férhallanden. | stallet kan man tanka sig att det finns en okdnd med specifik
murlangd som fér Robin kan tecknas som 30-80. Men i Kims fall ges dd samma
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murlangd av 40-?, eller om man vill 40-x. Detta ger likheten 30-80=40-x, dvs en likhet
mellan produkter istéllet for som tidigare mellan kvoter eller férhallanden. Pa det
matematiska planet ar det sa tva brak, forhallanden eller kvoter lika, a/b=c/d, exakt
nar ad=cb (b och d far inte vara 0) sa egentligen gar det alltid att skriva en
proportionell situation bade som en likhet mellan forhallanden eller som en likhet
mellan tva produkter. Men olika proportionella situationer leder alltsad mer eller mindre
naturligt till nagon av de tva representationerna. Darfor behdver elever flexibelt kunna
anvanda bada representationerna a/b=c/d och ac=db for att uttrycka proportionella
samband, men pa hogstadiet tillkommer ocksa funktionsnotationen y=kx och f(x)=kx
och eleverna behdver forsta hur alla dessa hanger samman. Fastan proportionella
situationer som har att géra med sammansatta enheter betraktas som svara, ar det
antagligen sadana som ar bast att anvanda for att introducera funktionsnotationen.
Genom att anvanda skalningsoperatorn i vart standardexempel med godis kan vi ju
se att en viss mangd godis, x hg, kommer att kosta 25 kr/hg - x hg. Om vi kallar
kostnaden for y kommer vi ha att y=25x.

Detta ar inte bara ett annorlunda men relaterat tank utan ocksa ett ganska stort steg i
formaliseringsgrad och ett inférande av nya representationsformer. Men elever bor ju
vid det har laget (se avsnittet ovan) ha vant sig vid bade funktionsnotationen och
koordinatsystem, darfor ar det ocksa rimligt att de ska kunna hantera proportionella
samband i koordinatsystem hur de kan konstrueras och lasas av.

Overlag kan man saga att lagstadiets behandling av multiplikativa strukturer
forbereder for den typ av multiplikativt tankande som behdvs for att kunna resonera
flexibelt om proportionella situationer. Att arbeta pa manga olika satt med
proportionella situationer ar ocksa ett satt att fordjupa kunskaperna om till exempel
brak (och kvoter, forhallanden, divisioner), genom att brakutryckens inneboende
multiplikativa relationer gors explicita och kopplas till konkreta sammanhang dar de
inte bara anger andelar. Malen och innehallet i denna sektion handlar om att

For att uppna detta behover alltsa
eleverna arbeta med manga olika uppgifter fran manga omraden av matematiken
(som geometri, sannolikhet osv) som bygger pa proportionalitet och se att samma
resonemang kan anvandas for att hantera uppgifter fran manga olika delar av
matematiken, men ocksa samtidigt arbete med uppgifter dar vissa representerar
proportionella situationer, men andra inte gor det. Det ar annars latt att eleverna
overgeneraliserar och tillampar proportionella metoder pa situationer som inte ar
proportionella’®8.

Proportionella samband kan representeras pa olika satt, till exempel med ord, bilder,
algebraiskt, med grafer eller i tabeller. Generellt galler att begreppsforstaelse och
kopplingar mellan begrepp vaxer av att eleverna har tillgang till flera representationer
for att hantera olika situationer. Dessutom forbattras elevernas férmaga att se
samband mellan problem som ar baserade pa samma matematiska idé, sa att de
exempelvis kan lara sig se att problem med saknade varden som handlar om

198 (Dooren m.fl., 2010; Shield & Dole, 2008; Van Dooren m.fl., 2005)
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likformighet, proportionella funktioner och hastighetsproblem kan illustreras med olika
representationer men hanteras med samma matematiska idé eller metod/verktyg.

Ett ytterligare mal i mellanstadiet handlar om en sarskild klass av proportionella
situationer: de som ar baserade pa . | typisk undervisning ar
det som bekant vanligt att andelar och mer exakt del-helhetsbegreppet anvands for
att definiera brak, men i den har framstaliningen har brak forst och introducerats som
ett tal (pa tallinjen) och sedan ocksa som en operator dar a/b ar det tal b ska
multipliceras med for att fa a'°°.

| omradet Multiplikativa strukturer i mellanstadiets Aritmetik finns ett mal som handlar
om olika tolkningar av brakformen. Dar namns bland annat att brak kan ses som
andelar och forhallanden och att eleverna ska kunna omvandla mellan brak-,
decimal- och procentform, och har ar det omvanda; att

Avsikten
med denna koppling ar att eleverna samtidigt ska kunna anvanda bekanta och
intuitiva proportionella situationer for att ge brakbegreppet mening, men ocksa att
den aritmetiska kompetensen att hantera brak ska underlatta hanteringen av
proportionella situationer inklusive sadana som baseras pa andelar. | den har texten
har inte procent haft nagon prominent plats. Det ar for att féorhoppningen ar att
uppgifter som ar formulerade med procentbegreppet helt enkelt ska hanteras som
vilka andelsuppgifter som helst. Betrakta t.ex. uppgifterna: 10% av lofterna i ett lotteri
var vinstlotter. Det fanns 450 nitlotter. Hur manga lotter fanns det totalt? eller Med
10% rabatt kostade tréjan 450 kronor. Vad kostade den utan rabatt? | bada fallen kan
vi avlasa att 90% motsvarar 450, dvs 90%~450. Vi vill i bada fallen veta vad 100%
motsvarar. Men enligt vara resonemang om multiplikationsoperatorer galler att
90%-100/90=100%, sa vi behover bara skala 450 med 100/90 for att fa svaret. Alla
andra tekniker som vi har presenterat for att hantera proportionella situationer funkar
lika bra sa snart uppgiften har tolkats som 90%~450.

Det finns ett viktigt krux med sammansatta enheter som undervisningen maste
behandla for att eleverna ska kunna
pa ett tillforlitligt satt. Betrakta uppgifterna.

A. Du cyklar 0,5h i 20km/h och 0,5h i 10km/h. Vad blir medelhastigheten for
hela turen?

B. Du cyklar 5 km i 20km/h och 5 km i 10 km/h. Vad blir medelhastigheten for
hela turen?

| Uppgift A kommer medelhastigheterna bli (det aritmetiska) medelvardet av
hastigheterna men inte i uppgift B. Skalet till detta ar en subtil detalj som har med
linjaritet att gora. | A kan vi se att vi forflyttar oss 10+5km totalt pa 1h, dvs
medelhastigheten for hela turen ar 15/1=15 km/h. Alltsa medelvardet av
hastigheterna. | B ar den totala strackan 5+5=10 km. Men tiden for férsta delen ar

199 Den framstaliningen som presenterade i Multiplikativa strukturer &r inte tvingande utan ett exempel.
Det finns ett sarskilt mal som beskriver att brak ska kopplas till tallinjen, men det ar naturligtvis mojligt
att ocksa koppla brak till del-helhet.
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0,25h och for andra 0,5h, dvs totalt ar det 10km pa 0,75=3/4 h sa hastigheten ar
10/(%a) vilket ar ca 13.3km/h.

Samma typ av uppgifter gar att formulera med andra sammansatta enheter som
exempelvis kr/kg och det ar typiskt en uppgift som manga elever anda upp pa
gymnasiet misslyckas med. Den har ocksa praktiska tillampningar, féor man kan saga
att det fenomen som uppmarksammas har ar det som gor att det ar svart att halla en
hdg medelhastighet nar man koér bil. Aven om man bara fick kéra sakta en kort
stracka (kanske bakom en traktor) sa tog ju den strackan relativt sett lang tid'°.

Ett typiskt problem (fran ett gammalt nationellt prov pa gymnasiets kurs 1b) ar:

| en saltvattenslésning med vikten 300g &r 12% salt. Hur manga gram vatten
Ska tillsattas for att I6sningen ska innehalla 8% salt?

Detta kan forst se ut som en typisk proportionell situation av saknat varde-typ. Men i
det har fallet (och manga andra fall) maste det till en forberedande analys. Om vi
haller i mer vatten kommer ju inte mangden salt andras, sa vi maste ta redan pa
mangden salt i den forsta I6sningen. 12%-300=12-3=36g (om man minns att % ar
1/100 och kan sin brakrakning). Vi vill nu att 36g ska motsvara 8%. Det ar forst nu vi
har en proportionell situation som vi vid det har laget vill att eleverna ska kunna
hantera pa en mangd satt. Det mest direkta sattet ar att tanka: vi vet vad 8% ar men
vill skala detta till 100%, dvs med 100/8. Sa vi maste ocksa skala 36 med 100/8 for
att fa veta den nya totala vikten (massan). Darefter maste man komma ihag att
subtrahera 300g eftersom fragan gallde hur mycket vatten som skulle adderas.

Denna uppgift ar bara ett. exempel men ett bra exempel pa vad som kan avses med
att avgora vilka situationer som representerar proportioner och identifiera
proportioner i sammansatta samband. Det sista malet i ak 8—10 inom omradet
proportionella samband ar huvudsakligen en slags summering av vart vi vill att
eleverna ska komma nar vi redan pa lagstadiet beskriver multiplikationer som en typ
av proportionella situationer: att kunna hantera proportionella situationer sakert och
flexibelt.

Mal och innehall for omradet proportionella samband i en ordnad lista:

1-2:
e Enkla proportionella resonemang som bygger pa barns intuition for att dela
lika, fordubbla och halvera mangder och objekt samt skalning med naturliga
tal.

e Kanna igen och kunna representera proportionella samband i tabellform samt
med en multiplikationsoperator, som dubbelt-halften, trippelt- tredjedel.

110 (Ahl & Helenius, 2018a, 2018b)
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8-10:

e Avgora vilka situationer som representerar proportioner och identifiera
proportioner i sammansatta samband.

e Representationerna a/b=c/d, ac=db, y=kx, f(x)=kx for att uttrycka
proportionella samband och hur de hanger samman.

e Proportionella samband i koordinatsystem hur de kan konstrueras och lasas
av.

e Hantera proportionella situationer sakert och flexibelt.

Statistik och sannolikhet

Sannolikhet och sannolikhet ar tva matematiska omraden som ar byggda for att
hantera osakerhet och slump. Sannolikhet handlar om att beskriva osakerhet och
slump pa ett teoretiskt plan. Statistik handlar om att samla in, analysera och dra
slutsatser fran data, som nastan alltid innehaller slumpmassiga variationer. Bada
disciplinerna forsoker alltsa ge verktyg for att forsta och hantera osakerhet.

Fragor som stalls om sannolikhet har typiskt exakta svar, som t ex: Du har tva
réttvisa sexsidiga tarningar och kastar bada. Hur stor &r sannolikheten summan av
tdrningarna ér 10?

Vid kast med tarning ar slump inblandad, men fragan ovan har ett exakt svar som
kan beraknas med matematiska metoder. En associerad fraga ar: Du hittar en
tdrning och vet inte om den &r réttvis eller ej. Hur ska du ta reda pa det?

Den senare fragan ar uppenbarligen betydligt 6ppnare formulerad an den foérra och
det finns oandligt manga satt att hantera den, som kan vara valdigt olika bra. Faktum
ar att just att kunna kvantifiera hur saker man ar att det svar man anger efter att ha
genomfort sin undersdkning ar en del av statistiken. Fragan har tata kopplingar till
omradet sannolikhet, for en start bér ju vara att med sannolikhetsbaserade metoder
ta reda pa hur en rattvis tarning skulle uppféra sig. For en rattvis tarning ar
sannolikheten for vart och ett av de sex mdjliga utfallen ¥%. Men om man kastar en
rattvis tarning 60 ganger sa kommer utfallet typiskt att skilja sig radikalt fran att varje
antal kommer upp 10 ganger. Om vi kastar 60 kast med var okanda tarning, borde da
utfallet [151096 9 11] (15 ettor, 10, tvaor, osv) fa oss att saga att den ar rattvis,
orattvis eller ett vi inte kan uttala oss? Med statistiska metoder kan man visa att om
man gor ett mycket stort antal forsok (sag 10000) med en rattvis tarning ar ungefar
halften mer extrema an vart utfall och halften mindre extrema. Sa kanske ska vi sdga
att den nog ar rattvis. Men en tarning som bara var lite orattvis skulle ocksa kunna ha
gett vart utfall. Sa vi kan inte uttala oss sarskilt sakert. Som jamforelse, utfallet [150
100 90 60 90 110] av 600 kast med en rattvis tarning uppkommer med en
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sannolikhet mycket nara noll och ett sadant utfall borde fa oss att med mycket stor
sakerhet konstatera att tarningen ar orattvis.

Nu ar ju inte s& manga intresserade av tarningar eller kommer att stota pa liknande
tarningsproblem i sitt liv. Men exemplet ar en fungerande modell for att forklara
viktiga aspekter av statistik, som att det ar en verksamhet dar man ofta behéver
planera forsok eller inhamta data pa ett genomtankt satt, och att antalet férsok eller
stickprovsstorlek spelar en helt avgdrande roll for hur sakert man kan uttala sig om
nagot. Valdigt manga beslut i vart samhalle tas pa statistiska grunder. Hur kan ett
Covid-test visa fel ibland och anda vara vettigt att anvanda? Bér man ge alla ett
Covidvaccin givet en viss minskad risk att fa Covid om man tar vaccinet, men ocksa
en viss risk att vissa biverkningar uppkommer? Foér att planera och dra slutsatser fran
undersokningar ge information om fragor som dessa anvands statistiska metoder.

Ett annat problem ur ett kursplanekonstruktionsperspektiv ar att de matematiska
metoder som gor att man kan saga saker som att utfallet “[151096 9 11] av 60
tarningskast ar tamligen typiskt for en rattvis tarning” vida dverstiger vad som gar att
lara ut i grundskolan. Med programmering gar det att géra simuleringar vilket
mojligen nagot mer tillgangligt, sarskilt givet att moden Al enkelt kan leverera ett
program som gor sadana simuleringar och kan forklara hur programmet fungerar.
Icke desto mindre uppkommer fragan om det ar vart att lara ut lite statistik, om man
anda inte kan lara ut det sa att eleverna sjalva kan hantera ens ett enkelt realistiskt
problem.

Vidare, fragor som de om Covidtester och -vaccin ovan ligger ofta nara
varderingsfragor som inte i sig ar matematiska eller ens statistiska. Men ju mer
exakta statistiska metoder man kan tillgripa, desto battre kan man sakerstalla att
diskussioner om malkonflikterna bygger pa korrekta fakta. Aven om dessa
varderingsfragor eller andra varderingsfragor i sig inte ar matematiska, bor att elever
i skolan ska fa kunskaper om skillnaden mellan att ta fram ett statistiskt underlag och
att géra en varderingsbaserad bedémning baserat pa statistiskt underlag.

En annan aspekt av statistiken ar att den kanske mer an nagon annan matematik
(undantaget enkel aritmetik) forekommer i medial kommunikation, ofta pa satt som
kan missrepresentera det underliggande fenomen som den uppvisade statistiken
sags representera. Ofta anvands har statistiska representationsformer som tabeller
eller olika slags grafiska representationer. Det ar alltsa viktigt att elever far god
fortrogenhet om sadana.

Sa sammanfattningsvis, statistiken ar experimentell till sin natur, tekniskt komplicerad
och tatt kopplad till att kunna férsta nyhetsmedia och kunna avsléja propaganda.

Denna langa inledning har haft syftet att motivera att kursplanekonstruktion foér
omradet statistik pa manga satt ar svarare an fér annan matematik. Valet har fallit pa
att gora statistiken till ett mer orienterande @mne dar mycket av malen och innehallet
gar under kategorin behandla och bara nagra fa saker under kategorin behérska. For
omradet sannolikhet finns inte samma dilemma, eftersom det i mycket hogre grad
finns exakta metoder som kan undervisas inom grundskolematematikens ram.
Eftersom de flesta av dessa metoder bade kan vara logiskt komplicerade och
tenderar att krava vissa etablerade aritmetikkunskaper, ar valet att inte ha nagon
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sannolikhet pa lagstadiet och bara relativt lite pa mellanstadiet. For statistikens del
betyder det att den genom grundskolan som helhet har en tydlig betoning pa att
formulera undersdkande fragor, samla och anvanda data, representera och
analysera data och tolka resultaten'.

| tillagg till detta experimentella spar finns nagra mal som berdr nagra enkla men
specifika statistiska begrepp.

For hela lagstadiet ar statistikomradet som helhet i kategorin behandla. Aven for
andra stadier ar relativt manga av statistikmalen satta i kategorin behandla. Det ar ett
satt att I6sa situationen med att man vill att eleverna ska fa arbete med statistiska
undersdkningar pa att mer avancerat satt an man tror de kan lara sig. De
undersOkningar som beskrivs ska genomforas men att de ar till for att ge eleverna
overgripande erfarenheter av att genomféra statistiska undersékningar utan specifika
kunskapsmal. Det gar till exempel att samla in data relaterat till elevnara fragor och
representera data | konkret eller ikonisk form, genom att exempelvis stalla fragor om
favoritfrukt och representera utfallet genom streckrékning med bilder eller som
stapeldiagram. Ett satt att skapa sadana stapeldiagram ar att anvanda multilink av
olika farger dar en orange kub t ex far svara mot att en elev har apelsin som
favoritfrukt, osv. Med utgangspunkt i representerad data, beskriva vad som &r typiskt
och vad som varierar med vardagliga ord (“flest/farst”, “mer/mindre”). Pa
motsvarande satt kan man fortsatta med enkla undersokningen i ak 3-4

| dvrigt presenteras en sekvens av mal for statistik och sannolikhet utan att omradet
som helhet beskrivs in den narrativa progressionsform som har anvants for de flesta
andra omradena. Om man instammer med analysen av statistikens position inom
skolmatematiken som presenterades ovan kan man hitta mycket bra exempel pa hur
man konkret kan arbeta med de forslagna malen i de texter som citeras i fotnot 114.

Mal och innehall for omradet statistik och sannolikhet i en ordnad lista:

1-2:
e Samla in data relaterat till elevnéra fragor och representera data i konkret eller
ikonisk form, t ex som streckrakning med bilder eller som stapeldiagram
e Med utgangspunkt i representerad data, beskriva vad som é&r typiskt och vad
som varierar med vardagliga ord (“flest/farst”, “mer/mindre”).
e Utifran insamlad data inleda informella sannolikhetsresonamang i termer av
vad &ar sékert, vad ar omdjigt.

3-4:
e Planera och genomféra sma undersbkningar relaterat till fragor som eleverna
latt kan forsta men inte vet svaret pa.

111 Denna del att statistiken ar inspirerad av GAISSE I, aven det inte har bedomts majligt att fullfolja
de idéerna fullt ut (A. Bargagliotti m.fl., 2020; A. E. Bargagliotti, 2012; English, 2010; Leavy m.fl.,
2018)
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Arbeta med kategoriska och enkla kvantitativa data

Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat pa

elevnéra data

Introducera medelvérde (réttvis férdelning), median och variationsbredd

Genomféra upprepade forsék (t.ex. kasta en tédrning 20 ganger) och tala om

relativ frekvens (“ungefér 1 av 6”) som ett matt pa hur sannolikt nagot verkar.
e Jamfbra lika sannolika och inte lika sannolika utfall i enkla situationer (t.ex.

snedférdelad pase kulor).

o-7:
e Fordjupa den statistiska cykeln. fraga —» samla - analysera — tolka

kommunicera genom praktiskt undersokande arbete;

e Med hjalp av konkreta exempel, skilja stickprov fran population och diskutera
enkel urvalsmetodik och bias.

e Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat
egeninsamlad eller annan data
Medelvarde (rattvis fordelning), median och variationsbredd
Sammanfatta férdelningar med histogram och laddiagram (boxplot); jamféra
grupper med centrummatt (medel/median) och pa en évergripande niva éven
spridningsmatt samt resonera om variabilitet.

e Resonera om utfallsrum och enkla kombinatoriska situationer (t.ex. tva mynt,
tarning + mynt); uppskatta sannolikhet via tabell/diagram eller simulering.

e Tolka och jamfora teoretisk sannolikhet (t.ex. 1/6) och empirisk frekvens (vad
som observeras), samt forklara skillnader.

8-10:

e Fordjupa den statistiska cykeln: fraga — samla — analysera — tolka —
kommunicera i undersokningar av sekundara datamangder

e Ge kvalitativa beskrivningar av osékerhet i resultatet av statistiska
undersbkningar och relatera det till urvalets storlek.

e Kunna berdkna och anvanda medelvarde och median och anvanda dessa
begrepp for att diskutera symmetri/skevhet i férdelningar.
Anvénda kalkylprogram for att berdkna spridningsmatt
Modellera och analysera sammansatta handelser (t.ex. tva tarningar,
kortdragning utan aterlaggning) med tabell, lista eller enkel tradmodell;
berakna sannolikheter pa grundlaggande niva.

e Resonera om beroende/oberoende och villkorlig sannolikhet i vardagsnara
exempel (kvalitativt och med enkla berakningar), samt diskutera rimlighet och
antaganden bakom modellen.
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Geometri och matning

Omradet geometri och matning ar genomarbetat i betydligt lagre grad an andra
omraden i dessa amnesspecifika instruktioner. Huvudsakligen har andra landers
kursplaner undersokts, och en grov anpassning till svensk kontext. Det betyder att
mal och innehall fér geometri i hdgre grad an andra mal och innehall behdver jobbas
igenom i det fortsatta kursplanearbetet. Avsnittet kan mer ses som en platshallare an
som ett genomtankt forslag. Det behdvs exempelvis genomtankt progression inom
matning

Mal och innehall for omradet geometri och métning i en ordnad lista:

1-2:

5-7:

8-10:

Kénna igen, beskriva och jamféra grundlaggande tva- och tredimensionella
former (trianglar, fyrhorningar, cirklar, klot, kuber, ratblock) och jamféra med
former i vardagen.

Jamfora langder, areor och volymer med vardagsmatt och standardenheter
(cm, m).

Speglingar i vardagen, enkla ménster och symmetrier.

Forklara och beskriva figurer med egna ord.

Klassificera former efter egenskaper (antal sidor, vinklar, symmetrier)

Bdrja anvanda argument om varfér nagot galler ("alla fyrhérningar med lika
langa sidor ar inte kvadrater”).

Berdkna omkrets och area av enkla figurer (rektangel, triangel). Introduktion till
volym av rétblock.

Forsta och beskriva spegling, rotation, forflyttning pa rutnat.

Analysera geometriska figurer genom att undersoka deras delar (horn, sidor,
vinklar, diagonaler) och egenskaper.

Pabdrja arbete med definitioner genom att formulera och anvédnda egna och
etablerade definitioner fér geometriska objekt (t.ex. parallellogram, rektangel,
likbent triangel) och préva om exempel/motexempel uppfyller dem.

Anvanda skala och proportioner i kartor, ritningar, modeller.

Generalisera formler for area och volym till parallellogram, cirkel, prisma,
cylinder).

Introduktion till skala.

Resonera med geometriska begrepp och definitioner.

Avancerade formler (pyramid, kon, klot).
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e Anvanda formler och satser (Pythagoras, likformighet, vinkelsummor,
trigonometriska samband). Arbeta abstrakt med definitioner och egenskaper
av geometriska objekt.

Anvanda Pythagoras sats i area- och langdproblem.
Tillampa geometriska kunskaper i verkliga situationer (kartor, design, tekniska
tillampningar).

e Undersdk och arbeta med bevis i nagra enkla fall (t.ex. bevisa vinkelsumman i
en triangel, Pythagoras sats).

Tekniska hjalpmedel och programmering

| de senaste kursplanerna har anvandning av tekniska hjalpmedel varit direkt
specificerat i relation till matematikinnehall, till exempel med formuleringen “...med
och utan tekniska hjalpmedel”. Den programmering som har funnits har sorterat
under omradet algebra. | det har forslaget provar vi att ha ett sarskilt avsnitt om bade
tekniska hjalpmedel och programmering. Det ar inte nddvandigtvis battre att ha ett
sadant sarskilt omrade for tekniska hjalpmedel, eftersom det blir av en helt annan
karaktar an andra omraden. Men for att kunna féra diskussionen pa ett fokuserat satt
behandlas tekniska hjalpmedel och programmering har i ett eget avsnitt. Detta avsnitt
ar jamfort med de tidigare Mal och innehallsomradena i hogre grad resonerande och
i lagre grad deklarerande.

Det val som har gjorts har ar att noga separera programmering fran andra tekniska
hjalpmedel. Ur ett teoretiskt perspektiv skulle man ur ett verktygsperspektiv kunna
tanka sig att programmering i undervisningen och larandet fungerar ungefar likadant
som andra hjalpmedel. Alla tekniska artefakter behdver namligen erdvras innan de
kan fungera som verktyg, dvs innan de har inkorporerats i vart matematiska
tankande sa att verktygen sa att saga blir en férlangning av vart matematiska
tankande istallet for att vara en process vid sidan av''2. Dock ar programmering i
mycket hogre grad an anvandning av andra tankbara tekniska hjalpmedel en
fardighet i sig. Darfor ges den nedan en egen rubrik.

Till skillnad fran de andra delomradena i Mal och innehall ges inte har nagon narrativ
progressionsbeskrivning, bara forslag pa punkter till mal och innehall och vissa
overgripande resonemang.

Tekniska hjalpmedel

| Skolforskningsinstitutets dversikt av digitala larresurser i matematikundervisningen
beskrivs fem kategorier: digitala uppgifter, digitala objekt, digitala spel, digitala
verktyg och digitala kurspaket. Digitala objekt avser hjalpmedel som matematiska
objekt som t. ex. geometriska former kan representeras. Digitala verktyg avser
programvara som kan anvandas for att utféra matematiska aktiviteter, men som inte
har tagits fram i pedagogiskt syfte. De fyra kategorier som inte ar digitala verktyg kan
ga under samlingsnamnet pedagogiska verktyg.

"2 Denna process har i forskningen beskrivits med hjalp av begreppet instrumentell genes (Trouche,
2005; Trouche m.fl., 2012).
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Den rekommendation som ges har ar att anvandande av de olika klasserna av
pedagogiska verktyg vara helt upp till lararen (eller kanske skolan eller
skolhuvudmannen om det finns ordnade samarbeten om saken). Om lararen tror att
eleverna lar sig nagon sarskild matematik battre om nagot pedagogiska tekniskt
hjalpmedel anvands, sa bor lararen anvanda det. Olika larare kan gora olika
bedomningar av vilka hjalpmedel som ar pedagogiska fordelaktiga. Beddomningen ar
darfor att inga punkter i mal och innehall ska specificera anvandning av pedagogiska
hjalpmedel. Det ar darfér ocksa tveksamt att nationella slutprov eller motsvarande
ska krava att elever har specifik kdnnedom om vissa utvalda pedagogiska
hjalpmedel.

Av de digitala verktygen ar miniraknaren antagligen annu den o6verlagset vanligaste.
Aven smarta klockor, telefoner och datorer innehaller ju minirdknarapplikationer. Som
nummer tva i tillganglighet kommer antagligen kalkylprogram. CAS (computer
algebra systems, digitala verktyg som kan hantera algebraiska operationer) skulle
givet det fokus pa algebra som finns i denna kursplan kunna vara ett rekommenderat
verktyg. Men algebrafokuset i kursplanen har huvudsakligen tillkommit for att
eleverna ska kunna fa en mer sammanhangande uppfattning av matematiken i stort
an for att det anses viktigt att kunna utféra avancerade algebraiska manipulationer.
Darfor ter det sig inte heller rimligt att i olika kursplanemal specificera innehall som
involverar anvandning av CAS.

Det férslag som laggs har ar darfor relativt minimala skrivningar om tekniska
hjalpmedel som handlar om att kunna mata in uttryck och funktioner i digitala
resurser som ar fritt tillgangliga. | de flesta fall har sadana verktyg relativt likartade
granssnitt, sa att elever genom att prova pa nagra olika kan kanna ett fértroende for
att de aven ska kunna klara det for nagot nytt granssnitt. Att lagga fokuset pa sjalva
inmatningen kan verka som lag niva, men man kan saga att det som man vill gora
med resultaten som ett visst verktyg producerar kan avgéras av malen med den
ovriga matematikundervisningen. Som exempel finns under Funktioner och samband
mal om att skapa och tolka grafer i koordinatsystem. Om eleverna da kan mata in en
funktion i ett digitalt verktyg och fa det att rita en graf, da kan ju malet om att tolka
grafer tilldampas pa det som programmet visar. For lagstadiet ar valet att inte ha
nagra mal for digitala verktyg. Det finns elever som av olika skal vill ha miniréknare
som stdd, men en mojlig rekommendation ar att i stallet ha tillgangliga addition och
multiplikationstabeller tillgangliga, se exempelvis Figur 19. De mal som har valts ar
att eleverna pa mellanstadiet ska kunna

Det ar vanligt att elever slar in enkla delberakningar, skriver ut svaren och sedan slar
in nasta delberakning. Det ar en viktig fardighet att veta hur man slar in ett langre
uttryck, darav detta mal. Motsvarande mal for hdgstadiet ar att eleverna ska kunna
mata in uttryck, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant med, i
allmant tillgangliga digitala resurser sa att uttrycken kan utvarderas for olika varden
pa ingaende variabler. Progressionen fran mellanstadiet ar bland annat att det har
kravs att man ska kunna mata in ett uttryck som inkluderar variabler, och sedan
utvardera det for olika varden pa denna variabel. Det andra malet goér hogstadier ar
att mata in funktioner, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant med, i
allmant tillgangliga digitala resurser sa att funktionernas grafer kan studeras visuellt. |
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tillagg till punkterna nedan finns inom omradet statistik en sarskild punkt om digitala
verktyg

Mal och innehall for omradet tekniska hjdlpmedel i en ordnad lista:

8-10:

e Mata in uttryck, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant med, i
allmant tillgangliga digitala resurser sa att uttrycken kan utvarderas for olika
varden pa ingaende variabler.

e Mata in funktioner, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant
med, i allmant tillgangliga digitala resurser sa att funktionernas grafer kan
studeras visuellt.

Programmering

Det har bland larare funnits en osakerhet dver rollen programmering ska ha i
matematikundervisningen''3. Programmeringsbaserade metoder kan fungera for att
kasta intressant begreppsligt ljus Over vissa matematiska begrepp och metoder och
programmering kan fungera som ett matematiskt hjalpmedel. Aven om detta
perspektiv inte syns i den senaste kursplanen, har det funnits en forvantan hos
manga larare att programmeringen ska kunna spela en sadan roll. Men radet som
ges har ar att tona ned denna forvantan. De mest valdokumenterade forsoken med
att fa sadana vinster har misslyckats med avseende pa kopplingen till matematiken.
Det ar relativt sett latt att fa aven relativt unga elever att lara sig vissa viktiga
programmeringsbegrepp, men mycket svart att fa den programmering som gors att
kasta relevant ljus 6ver nagon annan matematik''4.

En vanlig kommentar fran matematiklarare''® nar det galler programmering ar att de
tycker att det ar rimligt att det behandlas i skolan, men att det vore battre att det var
ett eget amne eller hanterades av teknikdmnet. Den typen av férandringsforslag
ligger dock utanfor uppdraget att skriva amnesspecifika instruktioner. Flera larare har
ocksa sagt att det i sjalva verket ar relativt latt att hantera programmering genom att
agna t. ex. en viss sammanhangande tid till det varje termin. Naturligtvis finns det
ocksé larare som mer systematisk inkorporerar programmering i sin undervisning. En
typisk rapport fran larare ar ocksa att elever i allmanhet tycker att programmeringen
ar rolig och relativt givande, men inte ndédvandigtvis kommer sa langt i sin
programmeringsutveckling. Men nagra elever i varje klass blir mycket entusiastiska

3 (Helenius & Misfeldt, 2021; Misfeldt m.fl., 2019)

14 Se utvarderingen av Ifous program Programmering i &mnesundervisningen som konstaterar att det
finns goda mojligheter att utveckla elevers datalogiska tdnkande med programmeringsundervisning pa
grundskolan men ifragasatter om det ens ar mojligt att lara sig matematik via programmering i de
tidiga arskurserna (Ifous, 2020). Liknande projekt i England har lett till samma resultat (Benton m.fl.,
2017; Boylan m.fl., 2018). Se aven Kilhamn m.fl. (Kilhamn m.fl., 2022).

15 tillagg till de som anges som referenspersoner i Appendix D har manga andra larare vidtalats
informellt och diskussioner har forts pa stora matematiklararforum pa Facebook.
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och agnar en hel del fritid at att arbeta pa sina program. Detta ar antagligen ett rimligt
utfall. Detta betyder att 1arare i efterfoljande skolformer inte nddvandigtvis kan
forvanta sig att elever i allmanhet kan sarskilt mycket programmering, men att nagra
elever potentiellt har blivit paverkade i riktning mot att valja utbildningar om innehaller
programmering i framtiden.

Det rekommenderade valet ar darfér att behalla programmering som en del av
matematikundervisningen ungefar som i LGR 22. | linje med bade
laroplansutredningens generella beskrivningar av kursplaner och med vad de
experter pa programmering och programmeringsdidaktik som har vidtalats tycker bor
dock specifikationsgraden hojas nagot. En risk med att hdja specifikationsgraden ar
att en del elever kanske inte klarar den typen av specifika mal om de ska vara
betygsgrundande. Darfor ar det rimligt att Iata alla punkter under
programmeringskategorin i Mal och innehall vara av typen behandla.

| linje med resonemanget ovan kan man i huvudsak bibehalla motsvarande
ambitionsniva som i LGR 22. Till exempel kan malet for |agstadiet fortsatt att vara
entydiga stegvisa instruktioner och hur de konstrueras, beskrivs och fbljs som grund
fér programmering. Hur symboler anvénds vid stegvisa instruktioner. Det finns relativt
gott om modeller fér hur man kan arbeta med detta i lagstadiet.

For dvriga stadier ar forslaget att tona ned det som kan kallas ett processperspektiv,
dvs fragan om hur algoritmer skapas, testas, forbattras etc. i formuleringarna fér mal
och innehall. Det finns naturligtvis battre och samre processer for att skapa
algoritmer eller annan programkod, men det verkar anda battre att formulera mal
som handlar om de centrala element som huvudsakligen bygger upp programkod.
Det finns manga olika listor pa vad som skulle kunna utgdra de viktigaste begreppen
inom programmering, som kan inkludera element som data, funktion, variabler,
algoritmer och sekventiella processer, villkor, loopar och iteration, modeller,
abstraktion och dekomposition, funktionellt tankande, datastrukturer och sa vidare.
Forslaget har ar att anvanda en kort lista och att formulera den i abstrakta termer.
Den féreslagna listan innehaller de fem begreppen: iteration, selektion, variabel,
tillstand, reduktion. Att dessa termer anvands i kursplanetexten betyder inte att
eleverna ska kunna just dessa, utan att undervisningen ska behandla de begrepp
termerna star for. | arskurserna 5—7 ar den féreslagna formuleringen fér mal och
innehall

Larare pa
mellanstadiet som skulle vilja kan aven pa mellanstadiet anvanda textbaserad
programmering och i sa fall bér det inte vara ett krav att de ocksa anvander visuella
programmeringsmiljoer. (se nedan for enkla satt att géra detta). For arskurserna 8—
10 ar formuleringen: programmering i textbaserade programmeringsmiljéer. Hur
algoritmer kan skapas som programkod. Anvéndning av iteration, selektion, variabel,
tillstand och reduktion. Som synes specificeras har att man pa hogstadiet ska
hantera textbaserade miljéer (men inte vilka). Dessutom kommer tillstand och
reduktion till som programmeringsbegrepp. Sa vad star dessa fem begrepp for.

Iteration betyder upprepning: att lata programmet géra samma (eller nastan samma)

sak flera ganger. Bade textbaserade (t.ex. Python) och blockbaserade (t.ex. Scratch)
miljoer har flera satt att iterera, t.ex. for-/while-loopar eller blocket “upprepa n
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ganger”.

Exempel: “Ga 50 steg, vrid 90°” upprepat 4 ganger ritar en kvadrat. Det ar bade
kortare och sakrare att skriva “upprepa 4 ganger” an att klistra in samma kod fyra
ganger (och sarskilt om det ar 1000 ganger).

Selektion betyder val: att koéra en viss del av programmet om ett villkor ar uppfyllt,
annars nagot annat (eller ingenting). | textbaserade sprak gors det med if ... elif ...
else, i block med “om ... annars ...”.

Exempel: “Om temperaturen < 0: skriv ‘Frysgrader’, annars: skriv ‘Plusgrader’.”

En variabel i programmering har alltid ett aktuellt varde tills det tilldelas ett nytt.
Tecknet = betyder tilldelning, inte matematisk likhet.

Exempel: n = 5 satter vardet 5 i n. Satsen n = n + 1 ar ogiltig i matematik men
betyder i programmering: 6ka n med 1. (For jamforelse/likhet anvands vanligtvis ==.

De féljande tva begreppen har angetts som fundamentala av vissa referenspersoner,
men skulle méjligen kunna ersattas med nagra enklare begrepp

Tillstand ar programmets “6gonblicksbild”: alla aktuella variabelvarden, var i koden
vi befinner oss, objektens lagen (t.ex. en figurs position) och eventuellt. ex.terna
resurser. Att kunna forsta begreppet tillstand kan vara viktigt for att felsoka att
program steg for steg. Detta begrepp har darmed en annorlunda och karaktar, men
inriktad mot processen att programmera.

Exempel: | ett spel ar tillstandet t.ex. spelarens liv, podng, niva och koordinater. En
handelse (t.ex. krock) andrar tillstandet (liv -1, ny position).

Funktion ar ett satt att dela upp program i namngivna, ateranvandbara byggstenar
som tar in parametrar, utfor berakningar och returnerar ett resultat. Anvandning av
funktioner goér koden mer lasbar, testbar och ateranvandbar.

Det finns manga bade visuella och textbaserade programmeringsmiljoer''® som ar
konstruerade pa ett valdigt pedagogiskt satt som for de flesta elever ar
sjalvinstruerande, sarskilt om de arbetar i par. For manga larare ar det rimligt att
anvanda en sadan resurs. Det ar ett av skalen till att det har beddmts som rimligt att
ha kvar programmering i kursplanen trots att det finns manga larare som inte sjalva
kan programmering sa bra. Att 6ka pa specifikationsgraden lite kan mdjligen verka
som att hoja kraven, men det ger samtidigt undervisningen lite battre riktning.

Mal och innehall for omradet programmering i en ordnad lista:

3—4:
e [Entydiga stegvisa instruktioner och hur de konstrueras, beskrivs och féljs som
grund fér programmering. Hur symboler anvénds vid stegvisa instruktioner.

116 Till exempel koda.nu, hedy.org, scratch.org
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e Programmering i visuella programmeringsmiliber. Hur algoritmer kan skapas
som programkod. Anvéndning av iteration, selektion och variabel
8-10:
e Programmering i textbaserade programmeringsmiljéer. Hur algoritmer kan
Skapas som programkod. Anvéndning av iteration, selektion, variabel, tillstand
och funktion
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Appendix A

Nedan listas de viktigaste utdragen som berdr kursplaner fran SOU 2025:19:

| kapitel 5 foreslar vi att amnesspecifika instruktioner ska utarbetas som en
forberedelse infor kursplanearbetet. Dessa kommer att bli viktiga underlag for
kommentarerna. (s. 166)

Kursplanerna behover pa ett tydligare satt ange vad det ar meningen att eleverna
ska kunna och nar det ar meningen att de ska goéra det. Darfor behdver innehallet
uttryckas pa ett mer konkret och detaljerat satt. Kursplanerna behdver ocksa ge mer
ledning om hur lararna ska prioritera mellan olika innehall. (s. 256)

Progressionen mellan stadier och arskurser behdver forstarkas, bland annat genom
att infora mer specifika mal och tydliggora i vilkken ordning olika innehallsomraden ska
behandlas i undervisningen. (s. 256)

Kursplanerna och betygskriterierna ar inte tillrackligt anpassade till elevernas
kognitiva utveckling och skilda forutsattningar. Det ar for lite fokus pa grundlaggande
kunskaper och fardigheter, sarskilt i lag- och mellanstadiet. Vikten av bakgrunds-,
referens- eller orienteringskunskaper behover lyftas fram, liksom vikten av
fardighetstraning. Aven om fakta betonas nagot mer i Lgr 22 — bland annat genom att
"kunskaper om” anvands i malen i vissa amnen — ar det fortfarande formagor som
dominerar i malen. Har behdver alltsa balansen mellan a ena sidan grundlaggande
kunskaper och fardigheter och a andra sidan férmagor som att analysera och
reflektera ses dver. (s. 256)

De olika delarna i kursplanerna — syfte, centralt innehall och betygskriterier — styr
lararnas planering, genomférande och uppféljning av undervisningen samt deras
beddmning och betygssattning pa satt som delvis inte var avsedda. | kursplanerna
SOU 2025:19 Principer och riktlinjer for kursplaner behover det inga fler delar sa att
varje enskild del kan renodlas mer utifran sina tankta funktioner. (s. 256)

Kursplanerna saknar systematiska kopplingar till Iaroplanernas inledande delar. En
risk med detta ar att det blir oklart vem som ska ta ansvaret for de omraden som lyfts
fram i de inledande delarna. Samtidigt behdver kursplanerna vara amnesspecifika.
Ett satt att hantera denna problematik ar att i kursplanerna visa pa hur varje amne
bidrar till I1aroplanernas inledande delar. (s. 256)

Kursplanerna behdver innehalla klarare anvisningar om undervisningens
genomférande. Ur ett historiskt perspektiv har tidigare svenska kursplaner innehallit
saval avsnitt om metoder som beskrivningar av amnets karaktar och uppbyggnad.
Internationellt ar det vanligt med delar som behandlar metoder och arbetssatt i
kursplanerna. (s. 256)

Betygskriterierna ska inte styra planeringen av undervisningen och det behover bli
mer fokus pa undervisning och larande an pa bedémning och betyg. (s. 256)
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Vardeorden som Skolverket inforde i Lgr 11 har spelat ut sin roll. De ar svartolkade
och alltfér generella. Aven om dagens betygskriterier ar mindre detaljerade ani Lgr
11 bygger de fortfarande pa vardeord som ar generella for olika amnen. (s. 256)

Overlag behéver de begrepp som anvands i kursplanerna bli mer &mnesspecifika. (s.
256)

Forslag: Nedanstaende principer ska ligga till grund for de nya kursplanerna for
grundskolan, anpassade grundskolan, specialskolan och sameskolan, och utgora
utgangspunkter for framtagandet av kursplanerna. (s. 266)

Kursplanerna ska kannetecknas av en fast kunskapsinriktning. | samtliga @mnen ska
vikten av grundlaggande kunskaper och fardigheter betonas. Betoningen ska vara
starkast i de tidiga arskurserna. (s. 266)

Varje kursplan ska pa ett samlat satt ange vad som ska behandlas i undervisningen,
vad det ar meningen att eleverna ska lara sig och nar det ar meningen att de ska
gora det. Dessa beskrivningar ska vara sa precisa och konkreta som majligt och
galla fér varje stadium och i forekommande fall arskurs. Kursplanerna ska hjalpa
lararna att prioritera sa att det viktigaste ges mest utrymme i undervisningen.
Beskrivningarna av det som ska inga i undervisningen ska vara anpassade till de
ramar som ges av timplanen. (s. 267)

Beskrivningarna av vad undervisningen ska behandla och vad det ar meningen att
eleverna ska lara sig ska utga fran begreppen kunskaper, fardigheter och
forhallningssatt. Tyngdpunkterna mellan dessa behdver skilja sig at for amnen och
stadier. (s. 267)

Spraket i kursplanerna ska vara amnesspecifikt och termer som ar vedertagna,
accepterade och vetenskapligt underbyggda ska anvandas i sa hdg utstrackning som
mojligt. (s. 267)

Kursplanerna ska ge lararna stod for undervisningens genomférande inom varje
stadium och i férekommande fall arskurs. (s. 267)

Kursplanerna ska ha en uttrycklig, val synlig och amnesférankrad progression mellan
varje stadium och i férekommande fall mellan arskurser. (s. 267)

Kursplanernas niva avseende det som ska behandlas i undervisningen och det som
det ar meningen att eleverna ska lara sig ska anpassas till barns kognitiva utveckling
och olika elevgruppers kognitiva forutsattningar. (s. 267)

Varje kursplan ska ge information om hur amnet och @mnesundervisningen bidrar till
de 6vergripande malen i laroplanens inledande delar. (s. 267)

Varje del i kursplanestrukturen ska utformas for att fungera sa val som majligt i
forhallande till nagot eller nagra av momenten planering, genomférande och
uppfoljning av undervisningen samt bedémning och betygssattning. (s. 267)
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Kursplanerna ska betona undervisning och larande fére bedémning och
betygssattning. Malen for undervisningen ska knytas starkare till &mnesinnehallet. (s.
267)

Vi foreslar att nedanstaende riktlinjer ska styra arbetet med att ta fram nya kursplaner
for grundskolan, anpassade grundskolan, specialskolan och sameskolan.

« Amnesspecifika instruktioner ska utarbetas som en férberedelse infor
kursplanearbetet.

* Arbetsprocessen ska vara transparent och darmed beskrivas och dokumenteras.

» Kompetensprofiler ska tas fram for olika personalkategorier som ska involveras i
arbetet.

» Utprévningar av utkast ska goéras med larare och med forskare fran olika relevanta
vetenskapliga discipliner.

» Kursplanearbetet ska féljas upp I6pande under arbetets gang. (s. 297)

Amnesspecifika instruktioner som en forberedelse infér kursplanearbetet

Utifran det vi kommit fram till i utredningsarbetet foreslar vi att amnesspecifika
instruktioner ska utarbetas som en forberedelse infor kursplanearbetet. Detta ska
goras i samverkan med larare, forskare fran olika relevanta vetenskapliga discipliner
samt berérda myndigheter och organisationer. Sadana amnesspecifika instruktioner
kan liknas vid de kommentarmaterial som forskarna Ola Helenius och Linda Marie
Ahl foreslar att man ska ta fram innan nya kursplaner utarbetas. Genom att inleda
arbetet med att forst skriva ett kommentarmaterial och darefter ta fram sjalva
kursplanetexten menar de att man kan sakerstalla att varje amne analyseras
noggrant sa att kursplanernas skrivningar blir tillrackligt genomarbetade bland annat
med avseende pa innehallets bredd, djup och progression. Vi ser stora majligheter i
det forfarande som Helenius och Ahl beskriver, men féredrar en annan benamning
an kommentarmaterial eftersom det begreppet sammanknippas med forklaringar till
hur man tankte i kursplanekonstruktionen. | stallet anvander vi har amnesspecifika
instruktioner. | sak ar innebdrden dock liknande. De amnesspecifika instruktionerna
kan publiceras 6ppet sa att det blir transparent vad som utgér utgangspunkter for
respektive amne. Instruktionerna ar ocksa ett viktigt underlag fér kommentarerna till
kursplanerna (se aven avsnitt 3.2.5). Erfarenheterna fran Lgr 11 visar att det parallellt
med det &mnesspecifika arbetet behdvs en lyhdrd central samordning.80 Aven om
amnesperspektivet ar centralt for kursplanerna finns det ocksa behov av enhetlighet i
en del avseenden. Att omvandla det forberedande arbetet till kursplaner ar en
grannlaga uppgift dar bland annat larares och forskares perspektiv men likasa
juridiska aspekter behdver beaktas. Ett forberedande amnesarbete infor en
kursplanerevidering har enligt var uppfattning stor potential. | ett sadant arbete kan
man exempelvis komma fram till hur urvalet av innehall ska ga till, vilka kunskaper
och fardigheter som ska uttryckas i kursplanen samt vad som ska tas bort och vad
som ska tillforas. Ytterst ar innehallet i de obligatoriska skolformerna en politisk fraga
sa det forberedande arbetet bor starta med att regeringen beslutar om vem som ska
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ansvara for arbetet med de amnesspecifika instruktionerna och ger uttryck for sina
intentioner i ett uppdrag. | kapitel 10 aterkommer vi till tidsplanen bland annat fér det
forberedande arbetet. (s298-299)

| matematik anser vi att mal och innehall ska anges for arskurs 1-2 och arskurs 3—4.
(s. 311)
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Appendix B. Forslag till kursplan i matematik

Amnets syfte

Matematik ar en abstrakt och generell vetenskap for problemldsning,
metodutveckling och for utveckling av matematikspecifika symbolsystem. Manniskor i
alla kulturer skapar matematik for att kunna anvanda den till att rakna, mata,
orientera sig, hantera lekar och spel, designa och konstruera samt for att forklara
fenomen i sin omvarld. Matematik ar alltsa bade ett tillampat @amne med en mycket
bred uppsattning tillampningar och en kulturféreteelse med varldsvid spridning. Det
ar darfor matematik ar ett viktigt amne i svensk skola, liksom i andra skolsystem
varlden dver.

Matematikens abstraktion hanteras huvudsakligen genom starkt sammanlankade
natverk av matematikspecifika begrepp, metoder och symbolsystem. Sadana
symbolsystem kan vara uttryck med siffror och andra tecken, men ocksa grafiska och
spatialt orienterade system, som till exempel tallinjer eller koordinatsystem.
Matematikens generalitet uppnas genom att samma natverk av begrepp, metoder
och resonemangsformer kan anvandas for att beskriva och modellera en vid
uppsattning av olika fenomen. Det ar den kompakta och symboliska naturen av
dessa matematikens sprak och redskap tillsammans med hur matematikens resultat
struktureras i logiskt sammanhangande system som kommer till med hjalp av logisk
slutledning som goér matematikens generalitet maojlig och goér den till ett sa viktigt
verktyg i manga olika sammanhang.

Skolmatematikens syfte ar att eleverna utvecklar matematiska kunskaper och
fardigheter sa att de i sin framtid kan anvanda matematik for att tolka och vardera
situationer som ar matematiska eller dar matematiska perspektiv kan tillampas, i
arbetsliv, vardagsliv, vetenskap och media. Det 6évergripande malet med skolans
matematikundervisning ar att elever ska utveckla kunskaper och fardigheter i att
hantera matematikens sprak och redskap for att med hjalp av dessa kunna stélla
matematiska fragor och ge matematiska svar.

Amnets bidrag till skolans mal

Amnet bidrar till att eleverna lar sig matematiskt tinkande och hur matematikens
sprak och framfér allt symbolsprak kan anvandas for att representera icke-
matematiska fenomen och hantera dessa med matematiska metoder. Pa detta satt
bidrar amnet till foérstaelse av omvarlden pa kvantitativ och annan matematisk grund.
Kunskap i matematik, samt vana att tilampa matematiken i olika sammanhang bidrar
aven till elevernas forutsattningar att bygga sina uppfattningar om varlden pa
kunskap samt till deras férmaga att hantera sammanhang de stalls infor pa ett kritiskt
och ansvarsfullt satt.

Manga samhallsfragor representeras och diskuteras i kvantitativa eller statistiska
termer och information presenteras ofta med hjalp av matematikens
representationsformer. Darfor bidrar ocksa sadana kunskaper som skolmatematiken
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kan férmedla till att elever kan ta beslut pa valinformerad grund, till exempel beslut
relaterade till demokratiska valsituationer. Detta galler sarskilt fragor om hallbar
utveckling, dar ekonomiska, ekologiska och sociala prioriteringar behdver vagas
samman. | den matematikundervisning som rekommenderas i denna kursplan
involveras eleverna att dela sina matematiska tankar och uppfattningar samt delta i
diskussion med andra. Detta bidrar till att eleverna lar sig att intressera sig for, forsta
och respektera andras tankegangar. Amnets konceptuella karaktar stéller eleverna
infor utmaningar som bidrar till att de lar sig att inse vardet av att gora sitt basta, vara
delaktiga och ta ett gemensamt ansvar. Genom amnet ges eleverna ocksa inblick i
metoder med relevans fér omraden som exempelvis natur- och samhallsvetenskap,
teknik, informationsteknologi, tillverkning, finans och forsakring.

Arskurs 1-2: Undervisningsstrategier

Matematiken praglas av att ett relativt litet antal monster och samband anvands i
manga olika situationer. Men nar man lar sig matematik ar det latt att ocksa se
monster och samband som ar felaktiga eller som inte leder till utvecklingsbara
matematiska uppfattningar. Undervisningen ska laggas upp sa att sadana icke
utvecklingsbara uppfattningar eller missuppfattningar kan synliggéras for att kunna
bearbetas och omvarderas.

Eftersom det ar mycket tidskravande att gora detta med varje elev var for sig behover
undervisningen i hdg grad bygga pa aktiviteter som far elever att i helklass eller
grupp dela med sig av sina matematiska tankegangar, ta del av andras tankegangar
och delta i fokuserade diskussioner om olika matematiska fenomen. En sadan
resonemangsorienterad undervisning utvecklar ocksa elevernas férmaga att
kommunicera matematiskt.

Dessutom behdver eleverna arbeta undersékande med problemuppgifter som har
potential att askadliggéra matematiska begrepp och metoder. | sadant arbete
forankras elevernas resonemang i deras egna etablerade tankegangar. Nar arbetet
sedan foljs upp med lararledda diskussioner har dessa storre chans att fa faste i
eleverna, an om lararen utan féregaende elevarbete beskriver ett begrepp eller
forklarar en metod.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna over tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig.

Att delta i en sadan undervisningspraktik som beskrivs ovan ar en fardighet i sig. De
tva forsta skolarens matematikundervisning ska tydligt inriktas mot att skola in
eleverna till att delta i sddan undervisning.

| sin mest effektiva form ar matematikens sprak och redskap komplexa regelsystem.
For att ge dessa system mening maste de dock till en boérjan férankras i det konkreta.
De forsta arens skolmatematik ska darfér handla om att med stdd i elevers
upplevelsebara varld introducera, forankra och anvanda sadana tankemodeller som
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lagger en stabil kognitiv grund for de viktigaste matematiska begreppen, metoderna
och resonemangsformerna, framfor allt inom den grundlaggande aritmetiken.

Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt
som betyder att undervisningen, framfor allt inom aritmetiken, ska géra matematiken
sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna.

Den huvudsakliga inriktningen for de forsta tva arens skolmatematik ar att eleverna
ska utveckla relevanta utvecklingsbara mentala modeller for tal och de fyra
raknesatten och hur de kan representeras. Med mentala modeller avses satt att
tanka pa tal och operationer i termer av ikoniska bildsystem och klasser av additiva
respektive multiplikativa situationer. Med utvecklingsbara menas att de modellerna
som undervisas, ska vara sadana att de ar anvandbara fér berakningar och
resonemang. Modellerna ska ocksa vara sadana att de inte i elevernas framtida
matematikutveckling skapar onddiga missuppfattningar. Med relevanta menas att
modellerna ar upplevelsebara av eleverna och kan representeras och hanteras
fysiskt och konkret av eleverna i aldersgruppen samt att modellerna understodjer
utveckling av kunskap om hur man kan hantera tal och operationer med
matematikens symbolsystem.

De fyra raknesatten ska grupperas i additiva och multiplikativa strukturer, dar det
huvudsakliga undervisningsinnehallet under de forsta tva skolaren ar tal och additiva
strukturer. En sadan gruppering innebar till exempel att addition och subtraktion ska
undervisas tillsammans och att undervisningen ska inriktas mot att elever forstar och
kan anvanda sambandet mellan addition och subtraktion fér att bade beskriva
additiva situationer och hantera och berakna additiva uttryck. Detsamma galler fér
multiplikativa strukturer och sambandet mellan multiplikation och division som dock
kan behandlas pa ett dvergripande satt de forsta tva skolaren.

Undervisningen ska ocksa behandla matematik fran omradena Samband och
funktioner, Geometri och matning, samt Statistik och sannolikhet pa ett orienterande
och dversiktligt satt och med fokus pa sadana aktiviteter som fungerar som
tillampningar pa elevernas aritmetikkunskaper. Undervisningen ska ocksa involvera
ovning i att kunna anvanda linjal och andra matverktyg, att rita strukturerade bilder
inklusive med hjalp av linjal, att klippa samt att sortera och strukturera samlingar av
objekt.

Arskurs 1-2: Mal och innehall

Nar begrepp metoder, samband eller resultat listas nedan betyder det (om inte annat
anges) att undervisningen ska behandla det namnda och att malet ar att eleverna
som ett resultat av undervisningen vid stadiets slut ska ha kunskap om och kunna
anvéanda begreppet, metoden, sambandet eller resultatet. Mal och innehall ska anses
additiva vilket betyder att det som ar mal och innehall for ett visst stadie ska ocksa
vara mal och innehall for nastkommande stadie. Nar punkter eller delar av punkter
skrivs med kursiv stil betyder det att motsvarande innehall ska behandlas i
undervisningen utan att uppnadda kunskaper och fardigheter relaterade till punkten
behover utvarderas summativt.
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Aritmetik

Tal

Talramsan upp till 100, och fran 100 och vidare, med betoning pa den
repetitiva formen fran 20 och uppat.

Rakna uppat och nedat, tals efterfoljare och féregangare.

Tio-hopp och talramsan med tiotal, dvs 10, 20, 30... och till exempel 23, 33,
43, ...

Positionssystemet i enkla fall och begreppen ental, tiotal och hundratal. Att 10
ar 1 tiotal och 10 ental. Att 100 ar 1 hundratal, 10 tiotal och 100 ental.

Tal for att ange antal och ordning

Tal som antal och helhet-del-delrelationer inklusive med ikoniska
representationer

Talkamrater med sarskilt fokus pa femkamrater och tiokamrater.

Tal som position och langder pa tallinjen med sarskilt fokus pa 5 och 10 som
referenspunkter,

Fler och farre och kopplingen till mer och mindre samt till talramsan och
tallinjen

Additiva strukturer

Mu

De fyra additiva situationerna, lagga till, lagga ihop, ta bort och skillnad.
Representation av additiva situationer med ikoniska helhet-del-delmodeller,
och pa tallinjen samt med aritmetiska uttryck.

Sambandet mellan addition och subtraktion och operationernas samband med
helhet-del-delrelationer samt additionens kommutativitet

Additiva talfamiljer

Itiplikativa strukturer
Enkla multiplikativa situationer med sarskilt fokus pa proportionella samband

av typen Vad kostar 4 saker om 2 saker kostar 10?

Satta samman lika grupper av antal och dela isar antal i lika grupper.
Likagruppering och uppdelning med rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet i enkla fall med rektangelrepresentationer
Sambandet mellan multiplikation och division i nagra enkla fall som 10=2-5,
5=10/2, 2=10/5 med koppling till multiplikativa situationer.

Hur talkamrater, uppdelning av tal och helhet-del-delrelationer kan anvandas
vid berakningar, med skriftliga metoder och i huvudet.

Satta samman tolkning av en additiv situation (i ett steg) med representation
som en ikonisk modell och som aritmetiskt uttryck och kunna berakna
uttrycket.
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Algebra

Likhet, ekvationer och uttryck

e Likhet och likhetstecknets anvandning i relationell mening genom att betrakta
uppdelning av tal (5=2+3) och likhet mellan uttryck (2+3=4+1) med konkreta
och ikoniska antalsmodeller samt hur dessa modeller motsvaras av
symboliska uttryck som involverar likhetstecknet.

Moénster och talféljder
e Sortering av objekt efter egenskaper.

e Monster, framfor allt geometriska upprepande moénster och vdxande ménster.
Begreppet monsterdel och hur upprepande monster kan representeras i
generell form.

Funktioner och samband

Variabler och representation av variation och samvariation
e Skapa aritmetiska uttryck som representerar additiva situationer, inklusive

som Oppna utsagor av typen 5+_=8 och 5+7=8.
e (Goéra grafer och tabeller 6ver konkreta tidsberoende fenomen som véxande
véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln.

Proportionella samband
e Enkla proportionella resonemang som bygger pa barns intuition for att dela

lika, fordubbla och halvera mangder och objekt samt skalning med naturliga
tal.

Statistik och sannolikhet

e Samla in data relaterat till elevnéra fragor och representera data i konkret eller
ikonisk form, t ex som streckrékning med bilder eller som stapeldiagram

e Med utgangspunkt i representerad data, beskriva vad som é&r typiskt och vad
som varierar med vardagliga ord (“flest/farst”, “mer/mindre”).

e Utifran insamlad data inleda informella sannolikhetsresonamang i termer av

vad &r sékert, vad &r omdjigt.

Geometri och méatning
e Kanna igen, beskriva och jamfora grundlaggande tva- och tredimensionella

former (trianglar, fyrhorningar, cirklar, klot, kuber, ratblock) och jamfora med
former i vardagen.

e Jamfora langder, areor och volymer med vardagsmatt och standardenheter
(cm, m).
Speglingar i vardagen, enkla ménster och symmetrier.
Forklara och beskriva figurer med egna ord.
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Arskurs 3—-4: Undervisningsstrategier

| sin mest effektiva form ar matematikens sprak och redskap komplexa regelsystem.
For att ge dessa system mening maste de dock till en bérjan férankras i det konkreta.
Skolmatematiken i arskurs 3 och 4 ska handla om att med stdd i elevers
upplevelsebara varld introducera, forankra och anvanda sadana tankemodeller som
lagger en stabil kognitiv grund for de viktigaste matematiska begreppen, metoderna
och resonemangsformerna, framfor allt inom den grundlaggande aritmetiken, for att
eleverna ska bli allt battre pa att anvanda aritmetikens symbolsystem for att kunna
gOra berakningar och lésa problem.

Den huvudsakliga inriktningen skolmatematiken i arskurserna 3—4 ar att eleverna ska
fortsatta att utveckla relevanta utvecklingsbara mentala modeller for tal och de fyra
raknesatten och hur de kan representeras. Med mentala modeller avses satt att
tanka pa tal och operationer i termer av ikoniska bildsystem och klasser av additiva
respektive multiplikativa situationer. Med utvecklingsbara menas att de modellerna
som undervisas, ska vara sadana att de ar anvandbara for berakningar och
resonemang. Modellerna ska ocksa vara sadana att de inte i elevernas framtida
matematikutveckling skapar onédiga missuppfattningar. Med relevanta menas att
modellerna ar upplevelsebara av eleverna och kan representeras och hanteras
fysiskt och konkret av eleverna i aldersgruppen samt att modellerna understddjer
utveckling av kunskap om hur man kan hantera tal och operationer med
matematikens symbolsystem.

Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt
som betyder att undervisningen, framfor allt inom aritmetiken, ska gora matematiken
sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna.

De fyra raknesatten ska grupperas i additiva och multiplikativa strukturer. En sadan
gruppering innebar till exempel att multiplikation och division, samt den associerade
representationsformen brak ska undervisas tillsammans och att undervisningen ska
inriktas mot att elever forstar och kan anvanda sambandet mellan multiplikation och
division for att bade beskriva multiplikativa situationer och hantera och berakna
multiplikativa uttryck. For additiva strukturer ska undervisningen huvudsakligen
praglas av en konsolidering av det tidigare larandet, och att de etablerade
tankemodellerna ateranvands for att hantera brak och tal i decimalform.

For bade additiva och multiplikativa strukturer ska undervisningen inriktas mot att nar
matematiska situationer, som exempelvis uppgifter i textform, behandlas sa ska
eleverna forst skriva ett aritmetiskt uttryck som beskriver situationen och sedan
berakna detta uttryck. Undervisningen i arskurserna 3 och framfor allt 4 behdver
darfor innehalla uppgifter som ar svara att I6sa i huvudet men majliga att [6sa nar
man val skrivit ned de aritmetiska uttrycken. For att elever ska lara sig att tolka
situationer behdver undervisningen ibland erbjuda uppgifter dar det inte ar pa
forhand givet om det ar en additiv eller multiplikativ situation som ska behandlas.

Undervisningen ska ocksa behandla matematik fran omradena Samband och
funktioner, Geometri och matning, samt Statistik och sannolikhet pa ett orienterande
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och dversiktligt satt och med fokus pa sadana aktiviteter som fungerar som
tillampningar pa elevernas aritmetikkunskaper som t. ex. proportionella samband och
pa begrepp som ar sarskilt avgoérande for den framtida matematikutvecklingen, t. ex.
samvariation representerad i grafer (som vaxande vaxter, temperaturférandringar),
osakerhet vid matning och geometriska figurers grundlaggande egenskaper och
sadana egenskaper kan anvandas for att klassificera figurer.

Matematiken praglas av att ett relativt litet antal monster och samband anvands i
manga olika situationer. Men nar man lar sig matematik ar det latt att ocksa se
monster och samband som ar felaktiga eller som inte leder till utvecklingsbara
matematiska uppfattningar. Undervisningen ska laggas upp sa att sadana icke
utvecklingsbara uppfattningar eller missuppfattningar kan synliggéras for att kunna
bearbetas och omvarderas.

Eftersom det ar mycket tidskravande att gora detta med varje elev var for sig behover
undervisningen i hdg grad bygga pa aktiviteter som far elever att i helklass eller
grupp dela med sig av sina matematiska tankegangar, ta del av andras tankegangar
och delta i fokuserade diskussioner om olika matematiska fenomen. En sadan
resonemangsorienterad undervisning utvecklar ocksa elevernas férmaga att
kommunicera matematiskt.

Dessutom behdver eleverna arbeta undersdékande med problemuppgifter som har
potential att askadliggéra matematiska begrepp och metoder. | sadant arbete
forankras elevernas resonemang i deras egna etablerade tankegangar. Nar arbetet
sedan foljs upp med lararledda diskussioner har dessa storre chans att fa faste i
eleverna, an om lararen utan féregaende elevarbete beskriver ett begrepp eller
forklarar en metod.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna over tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig.

Att delta i en sadan undervisningspraktik som beskrivs ovan ar en fardighet i sig som
behover underhéllas och utvecklas genom hela grundskolan.

Arskurs 3-4: Mal och innehall

Nar begrepp metoder, samband eller resultat listas nedan betyder det (om inte annat
anges) att undervisningen ska behandla det namnda och att malet ar att eleverna
som ett resultat av undervisningen vid stadiets slut ska ha kunskap om och kunna
anvénda begreppet, metoden, sambandet eller resultatet. Mal och innehall ska anses
additiva vilket betyder att det som ar mal och innehall for ett visst stadie ska ocksa
vara mal och innehall fér nastkommande stadie. Nar punkter eller delar av punkter
skrivs med kursiv stil betyder det att motsvarande innehall ska behandlas i
undervisningen utan att uppnadda kunskaper och fardigheter relaterade till punkten
behover utvarderas summativt.
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Aritmetik

Tal

Talkamrater for talen 1-20, dvs vilka par av tal som summerar till ett visst givet
tal.

Hundrakamrater med tiotal (20 och 80) och ental (21 och 79)
Positionssystemet, inklusive exempel pa tiondelar. Att 100 ar 1 hundratal, 10
tiotal och 100 ental. Att 1 ar 0,1 tior och 10 tiondelar.

Braksystemet, med sarskilt fokus pa namnare upp till 10, dvs brak som 18/5,
3/7 och 6/3

Brak som positioner och avstand pa tallinjen, inklusive brak stérre an 1.

Tal i decimalform pa tallinjen med huvudsakligt fokus pa tiondelar
Konstruktion och analys av tallinjer for varierade tillampningar.

Additiva strukturer

Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for tal i brakform.
Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck (3+5=_,
8—-3=_) och additiva 6ppna utsagor (8-_=5, 3+_=8).

Utféra additioner och subtraktioner i alla talomraden med positiva heltal med
strategier som bygger pa uppdelning och sammansattning av tal och metoder
som utnyttjar positionssystemet, och aven formella additions- och
subtraktionsalgoritmer.

Utféra additioner och subtraktioner med brak med samma namnare

Hantera additiva situationer i flera steg genom att representera dem med
ikoniska modeller och aritmetiska uttryck och berakna dem.

Multiplikativa strukturer

Multiplikation som lika grupper

Rektangelrepresentationen av multiplikation och division

Faktorisering och primtal, till exempel med hjalp av rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet

Distributiva lagen med hjalp av rektangelrepresentationer och dess
anvandning for berakningar av multiplikationer

Ettans roll vid multiplikation och division.

Multiplikativa talfamiljer

Sambandet mellan multiplikation och division.

Multiplikationstabellerna upp till 10, med sarskilt fokus pa strukturella
relationer baserat pa till exempel dubbling/halvering och distributiva lagen.
Sambandet mellan multiplikationstabeller och division

Multiplikation upp till 100 med hjalp av positionssystemet och distributiva
lagen.

Multiplikation som hopp pa tallinjen.

(169) 140



Brak pa tallinjen och braknotationen inklusive brak stérre an 1 och blandad
form.

Multiplikativ invers i enkla fall, som att2 - 1/2=1,och 5 - % =1.
Brakformen for att ange andelar och som multiplikationsoperator, som att %5
multiplicerat med 3 ger talet 2.

Hantera multiplikativa situationer i ett steg och kunna sarskilja multiplikativa
fran additiva situationer.

Algebra

Likhet, ekvationer och uttryck

Likhet som utbytbarhet och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya
likheter.

Likheter i form av 6ppna utsagor eller med andra symboler for obekanta.
Resonemang som forklarar varfor tva uttryck ar lika.

Monster och talféljder

Vaxande monster och hur de kan representeras med aritmetiska uttryck.

Funktioner och samband

Variabler och representation av variation och samvariation

Skapa aritmetiska uttryck (med eller utan variabler eller obekanta i form av
bokstavssymboler) som representerar matematiska situationer.

Skapa och tolka grafer och tabeller éver konkreta tidsberoende fenomen som
véxande véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln.

Proportionella samband

Kanna igen och kunna representera proportionella samband i tabellform samt
med en multiplikationsoperator, som dubbelt-halften, trippelt- tredjedel.

Statistik och sannolikhet

Planera och genomféra sméa undersbkningar relaterat till fragor som eleverna
latt kan férsta men inte vet svaret pa.

Arbeta med kategoriska och enkla kvantitativa data

Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat pa
elevnéra data

Introducera medelvérde (réttvis férdelning), median och variationsbredd
Genomféra upprepade forsék (t.ex. kasta en térning 20 génger) och tala om
relativ frekvens (“ungefér 1 av 6”) som ett matt pa hur sannolikt nagot verkar.
Jamféra lika sannolika och inte lika sannolika utfall i enkla situationer (t.ex.
snedférdelad pase kulor).
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Geometri och métning
e Kilassificera former efter egenskaper (antal sidor, vinklar, symmetrier)
e Borja anvanda argument om varfér nagot galler ("alla fyrhérningar med lika
langa sidor ar inte kvadrater”).
e Berdkna omkrets och area av enkla figurer (rektangel, triangel). Introduktion fill
volym av rétblock.
e Forsta och beskriva spegling, rotation, forflyttning pa rutnat.

Tekniska hjalpmedel och programmering

Programmering
e Entydiga stegvisa instruktioner och hur de konstrueras, beskrivs och féljs som

grund
fér programmering. Hur symboler anvénds vid stegvisa instruktioner.

Arskurs 5-7: Undervisningsstrategier

Undervisningen i arskurserna 5—7 ska praglas av ett 6kat fokus pa formell
matematisk notation och kommunikation. Matematikens notationer och
symbolsystem ar inte bara centrala for att kommunicera matematik mellan manniskor
utan ocksa for att organisera och administrera sitt matematiska tdnkande. Att tydligt
och stringent kunna beskriva matematiska argument och resultat i skrift ar en
forutsattning for att kunna hantera problem vars I6sning kraver flera steg och
Overstiger vad vart arbetsminne kan hantera. Darfor ska sadan matematisk notation
vara prioriterad i arskurserna 5-7.

Eftersom matematisk problemlésning karakteriseras av att redan kanda metoder
kombineras ihop for att I6sa nya och mer komplexa problem ar ett viktigt fokus for
matematiken i arskurserna 5—7 ocksa att utveckla en tillrackligt omfattande samling
av matematiska situationer som eleverna kan hantera med metoder som eleverna
kanner igen, samt att eleverna satts i situationer dar kanda lI6sningar kombineras
ihop eller justeras for att I6sa nya problem.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna over tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig. Att anvanda kanda
metoder i nya kontexter pa ett kreativt satt eller i kombination med varandra kan
ocksa vara en del i att befasta metoderna i minnet.

Matematikundervisningen ska praglas av ett strukturellt algebraiskt férhallningssatt
som betyder att undervisningen, ska géra matematiken sammanhangande,
forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna. | arskurserna 5-7 ska det
ocksa vara ett 6kat fokus pa att arbeta i formella symbolsystem, inklusive att arbeta
med uttryck och likheter som innehaller variabler med bokstavsbeteckningar.
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Inom aritmetikomradet ska det vara fortsatt fokus pa multiplikativa strukturer och
sarskilt brakuttryck och hur dessa kan anvandas for att beskriva flera olika
matematiska situationer och pa hur brakuttryck hanteras i berékningar. Aven
brakuttryckens tata koppling till hanteringen av proportionella situationer ska vara i
fokus.

| arskurserna 5-7 behandlas matematik fran omradena Funktioner och samband,
Geometri och matning och Sannolikhet och statistik med 6kad formalitet jamfért med
den oversiktliga behandlingen i tidigare arskurser. Sarskilt viktiga fokusomraden ar
Proportioner och proportionella resonemang samt anvandandet av variabler for att
kunna stalla upp uttryck for olika matematiska situationer och berakna dessa som
ekvationer. | detta arbete ska det sarskilt fokuseras pa att eleverna lar sig att ange
argument for de likheter de staller upp.

| de tidigare arskurserna har elevernas upplevelsebara varld huvudsakligen anvands
for att skapa mening at matematiska begrepp, som exempelvis tal och operationer. |
arskurserna 5-7 ska undervisningen ocksa inkludera hur redan konsoliderade
matematikkunskaper kan anvandas for att matematisera situationer som annu inte ar
beskrivna matematiskt, beskriva och formulera sadana situationer i matematisk form,
sa att de kan hanteras med matematiska metoder. Det staller ocksa 6kade krav pa
att Iosningarnas giltighet varderas i relation till originalsituationen

Oavsett om undervisningen handlar om att |6sa problem med hjalp av etablerade
begrepp och metoder eller om att introducera nya begrepp eller metoder ska den
praglas av ett problemlésande arbetssatt. Det betyder att eleverna ska arbeta med
uppgifter som de inte har en fardig 16sningsmetod for. Dels ar det viktigt att trana sig
pa att kunna hantera matematiska situationer dar man inte direkt ser en 16sning
framfor sig. Men ett problemlésande arbetssatt med tydlig uppfdljning i helklass eller
grupp ar ocksa ett satt for lararen att fa information om hur nya begrepp och metoder
har fatt faste i elevers etablerade matematiska tdnkande. Lektioner eller
lektionssekvenser behdver ha en tydlig riktning som kan avslutas med att |araren
samlar ihop och strukturerar det som har hant och ser till att det far en form som ar
tydligt strukturerad och garna skriver ned de viktigaste slutsatserna och i senare
undervisning tydligt plockar upp dessa igen. Detta ar en viktig del i att goéra
matematiken sammanhangande, forutsagbar, palitlig och utan motsagelser for
eleverna, och visa att ny matematik nastan alltid bygger pa redan etablerade
matematiska kunskaper.

Arskurs 5-7: Mal och innehall

Nar begrepp metoder, samband eller resultat listas nedan betyder det (om inte annat
anges) att undervisningen ska behandla det namnda och att malet ar att eleverna
som ett resultat av undervisningen vid stadiets slut ska ha kunskap om och kunna
anvéanda begreppet, metoden, sambandet eller resultatet. Mal och innehall ska anses
additiva vilket betyder att det som ar mal och innehall for ett visst stadie ska ocksa
vara mal och innehall fér nastkommande stadie. Nar punkter eller delar av punkter
skrivs med kursiv stil betyder det att motsvarande innehall ska behandlas i
undervisningen utan att uppnadda kunskaper och fardigheter relaterade till punkten
behover utvarderas summativt.
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Aritmetik

Tal

Positionssystemet, inklusive med decimaler

Positionssystemets translativa egenskaper, som att 30 ar 3 tiotal, 30 ental och
0,3 hundratal

Braksystemet, lika brak, férkortning och férlangning och rollen av 1 pa formen
a/a vid forkortning och férlangning

Procentform och sambandet med hundradelar samt likheten %=1/100=0,01
och hur den kan anvandas i berakningar.

Negativa tal, inklusive pa tallinjen

Additiva strukturer

Mu

Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for negativa tal
Subtraktion som addition av den additiva inversen, inklusive med negativa tal
Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck (3+5=_,
8—-3=_) och additiva 6ppna utsagor (8-_=5, 3+_=8) inklusive med negativa tal
Parentesnotationen och hur till exempel -(5-7) i ett uttryck kan ses som en
subtraktion av talet 5—7 eller som den additiva inversen till talet 5—7 och att -
(5-7) =-5+7

Utféra additioner och subtraktioner i alla talomraden med heltal med strategier
som bygger pa uppdelning och sammansattning av tal och metoder som
utnyttjar positionssystemet, till exempel formella additions- och
subtraktionsalgoritmer.

Utféra additioner och subtraktioner med brak aven med samma namnare
Hantera additiva situationer som kan inkludera negativa tal och brak i flera
steg genom att representera dem med aritmetiska uttryck och darefter
berakna dem.

Itiplikativa strukturer
Ettans roll vid multiplikation och division och vid férenkling av uttryck som

innehaller multiplikation och division.

Brak, inklusive hur brak multipliceras och divideras och att det for alla
nollskilda a galler att division med a &r samma sak som multiplikation med 1/a
Multiplikation, division och hantering av brakuttryck som inkluderar negativa tal
och tal i decimalform

Multiplikativa och proportionella situationer och hur de kan kannas igen och
representeras som aritmetiska uttryck och likheter

Braknotationen som representation av klasser av situationer som involverar:
Vad ska man multiplicera b med for att fa a? Hur mycket mer (multiplikativt)

arb an a? Vad ar skalningsfaktorn som skalar b till a? Vad ar férhallandet
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mellan a och b? Vilken ar férandringsfaktorn som tar b till a? Vad ar kvoten
mellan a och b? Hur mycket b ryms i a (multiplikativt)? Vad ar andelen a av b?
Hur procentuella férandringar kan hanteras multiplikativt.

Hantera multiplikativa situationer i flera steg och situationer som mixar additiva
och multiplikativa aspekter

Algebra

Likhet, ekvationer och uttryck

e Likhet som utbytbarhet och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya
likheter for att forenkla eller skriva om uttryck.
Likheter och uttryck som inkluderar symboler for obekanta.
Likheter i algebraisk form, t. ex. for att representera aritmetiska identiteter,
som kommutativa och associativa lagarna och distributiva lagen.

e Parentesnotationen och dess anvandning for att t. ex. ange att negation
respektive 3- i fallen -(a+b) och 3-(a+b) ska verka pa hela innehallet i
parentesen.

Monster och talféljder

e Hur geometriska vaxande monster kan representeras rekursivt och med en
sluten formel

e Talféljder och talserier.

Funktioner och samband

Variabler och representation av variation och samvariation
e Skapa och tolka uttryck, ekvationer och funktioner med variabler som

representerar matematiska situationer.
e Skapa och tolka grafer i koordinatsystem.

Proportionella samband

e Andelar och férhallanden, inklusive hur de kan anges i brakform, decimalform
och procentform samt aven som en tabell.

e |dentifikation och representation av proportionella samband, inklusive i
standardfall som hastigheter, kilopriser, geometrisk likformighet.
Hantering av sammansatta enheter som kr/kilo eller kilometer/timma.
Hantering av proportionella situationer genom att till exempel anvanda
tabellform (tilde-tabell), véagen éver 1, eller skalningsoperator.

Statistik och sannolikhet
e f[brdjupa den statistiska cykeln: fraga — samla — analysera — tolka —
kommunicera genom praktiskt undersékande arbete;
e Med hjélp av konkreta exempel, skilja stickprov frén population och diskutera
enkel urvalsmetodik och bias.
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e Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat
egeninsamlad eller annan data
Medelvarde (rattvis fordelning), median och variationsbredd
Sammanfatta férdelningar med histogram och laddiagram (boxplot); jamféra
grupper med centrummatt (medel/median) och pa en 6vergripande niva dven
spridningsmatt samt resonera om variabilitet.

e Resonera om utfallsrum och enkla kombinatoriska situationer (t.ex. tva mynt,
tarning + mynt); uppskatta sannolikhet via tabell/diagram eller simulering.

e Tolka och jamfora teoretisk sannolikhet (t.ex. 1/6) och empirisk frekvens (vad
som observeras), samt férklara skillnader.

Geometri och méatning

e Analysera geometriska figurer genom att undersdka deras delar (hérn, sidor,
vinklar, diagonaler) och egenskaper.

e Pabdrja arbete med definitioner genom att formulera och anvdnda egna och
etablerade definitioner for geometriska objekt (t.ex. parallellogram, rektangel,
likbent triangel) och préva om exempel/motexempel uppfyller dem.

Anvanda skala och proportioner i kartor, ritningar, modeller.
Generalisera formler for area och volym till parallellogram, cirkel, prisma,
cylinder).

Introduktion till skala.

Resonera med geometriska begrepp och definitioner.

Tekniska hjalpmedel och programmering

Tekniska hjalpmedel
e Mata in uttryck eller berakningar som innehaller flera delar som ett uttryck i
miniraknare eller andra fritt tillgangliga resurser.

Programmering
e Programmering i visuella programmeringsmiljéer. Hur algoritmer kan skapas

som programkod. Anvéandning av iteration, selektion och variabel

Arskurs 8-10: Undervisningsstrategier

Aven avancerad matematik introduceras ofta med referenser till ikoniska bildsystem
eller konkreta foreteelser, men for att effektivt kunna arbeta matematiskt maste man
ocksa kunna arbeta med och operera direkt pa matematikens symbolsystem. Ett
fokus i arskurserna 8—10 ar darfor att elever ska kunna hantera matematiska
situationer pa ett flexibelt satt, oberoende av talomraden och talrepresentationer och
aven om kvantiteter eller objekt betecknas med variabler eller bokstaver.
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Matematikundervisningen ska alltsa praglas av ett strukturellt algebraiskt
forhallningssatt som betyder att undervisningen ska géra matematiken
sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser for eleverna. Algebrans
representationsformer och metoder ska ha en tydlig roll inom alla omraden av
matematiken, sarskilt for att hantera funktioner och samband och samvariation. Nya
begrepp och representationer inom omradena Funktioner och samband, Geometri
och matning och Sannolikhet och statistik ska introduceras med 6kad formalitet
jamfoért med den dversiktliga behandlingen i tidigare arskurser.

Undervisningen i arskurserna 8—10 ska ocksa praglas av anvandning av formell
matematisk notation och kommunikation och av att beskriva argument fér samband
och resultat med hjalp av formella resonemang. Att tydligt och stringent kunna
beskriva matematiska argument och resultat i skrift ar en forutsattning for att kunna
hantera problem vars I6sning kraver flera steg och dverstiger vad vart arbetsminne
kan hantera.

| arskurserna 8—10 ska undervisningen liksom i tidigare stadie inkludera hur redan
konsoliderade matematikkunskaper kan anvandas for att matematisera situationer
som annu inte ar beskrivna matematiskt, det vill saga beskriva och formulera sadana
situationer i matematisk form, sa att de kan hanteras med matematiska metoder. Det
staller 6kade krav pa att I6sningarnas giltighet varderas i relation till
originalsituationen. Sddana problem kan med férdel hdmtas fran andra
amnesomraden, eller fran media och involvera situationer dar matematik fran olika
omraden behdver kombineras. Eleverna ska fa rika tillfallen att anvéanda den mest
avancerade matematiken de kan, vilket. exempelvis betyder att manga av de
tillampade problemen ska formuleras sa att olika talomraden och talrepresentationer
maste anvandas. Detta inkluderar variabler och algebraiska uttryck.

Matematisk problemldsning ar en kreativ verksamhet dar kombinationer av kanda
metoder satts samman eller modifieras for att hantera nya situationer. Med hjalp av
ett etablerat bibliotek av matematiska situationer och tillhérande l16sningsmetoder,
som ibland kan komma fran olika delar av matematiken, skapas méjligheter att
hantera nya och mer komplexa situationer. Att utvecklas till en kreativ matematisk
problemldsare handlar inte bara om att I6sa nya problem, utan ocksa om att
analysera l6sningar och undersdka lI6sningarna giltighet for att hantera klasser av
problem som ar naraliggande originalproblemet. Pa detta satt hanger matematisk
problemlosning och metodutveckling samman.

Undervisningen ska praglas av att eleverna vanjer sig vid att hantera uppgifter de
inte pa férhand har fatt en fardig 16sningsmetod for, men dar de alltsa samtidigt kan
kanna en trygghet i att modifikationer och kombinationer av metoder och rutiner de
redan kan, troligen kommer att hjalpa dem I6sa problemet. Oavsett om
undervisningen handlar om att I6sa problem med hjalp av etablerade begrepp och
metoder eller om att introducera nya begrepp eller metoder ska den bygga pa ett
problemlésande arbetssatt. Dels ar det viktigt att trana sig pa att kunna hantera
matematiska situationer som man inte har en pa férhand given metod for att hantera.
Men ett problemlésande arbetssatt med tydlig uppféljning i helklass eller grupp ar
ocksa ett satt for elever att lara sig och for lararen att fa information om hur nya
begrepp och metoder har fatt faste i elevers etablerade matematiska tdnkande.
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Lektioner eller lektionssekvenser behdver ha en tydlig riktning som kan avslutas med
att lararen samlar ihop och strukturerar det som har hant och ser till att det far en
form som ar tydligt strukturerad och garna skriver ned de viktigaste slutsatserna och i
senare undervisning tydligt plockar upp dessa igen. Detta ar en viktig del i att gora
matematiken sammanhangande, férutsagbar, palitlig och utan motsagelser for
eleverna, och visa att ny matematik nastan alltid bygger pa redan etablerade
matematiska kunskaper.

For att befasta begrepp och metoder behdver eleverna dver tid fa anvanda dem i
varierande situationer snarare an att arbeta med serier av likartade uppgifter som
kan hanteras med metoder eleverna har fatt forklarat for sig. Att anvanda kanda
metoder i nya kontexter pa ett kreativt satt eller i kombination med varandra kan
ocksé vara en del i att befasta metoderna i minnet.

Arskurs 8-10: Mal och innehall

Nar begrepp metoder, samband eller resultat listas nedan betyder det (om inte annat
anges) att undervisningen ska behandla det namnda och att malet ar att eleverna
som ett resultat av undervisningen vid stadiets slut ska ha kunskap om och kunna
anvénda begreppet, metoden, sambandet eller resultatet. Mal och innehall ska anses
additiva vilket betyder att det som ar mal och innehall for ett visst stadie ska ocksa
vara mal och innehall fér nastkommande stadie. Nar punkter eller delar av punkter
skrivs med kursiv stil betyder det att motsvarande innehall ska behandlas i
undervisningen utan att uppnadda kunskaper och fardigheter relaterade till punkten
behover utvarderas summativt.

Aritmetik

Tal
Potenser, exponenter, inklusive negativa, och symbolsystemets aritmetik

Begreppet och beteckningen roten ur och operationens aritmetik.
Grundpotensform, inklusive med negativa exponenter
Kopplingen mellan brak som exponenter och n:te rétter, dvs generaliseringar

av+a=a'?

Additiva strukturer
e Additioner och subtraktioner inom alla talomraden, med tal i decimalform

(positionssystemsform) och brakform, inklusive med negativa tal och med
variabler.

Multiplikativa strukturer
e Hantera multiplikationer och divisioner inom alla talomraden, med tal i

decimalform (positionssystemsform) och brakform, potensform och med
rotuttryck, inklusive med variabler.

e Hantering av uttryck med blandningar av alla fyra raknesatten, inklusive rollen
av faktorisering for att hantera uttryck multiplikativt.
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Algebra

Likhet, ekvationer och uttryck

Hantering av uttryck som kombinerar alla fyra aritmetiska operationerna, tal i
olika representationer och icke-numeriska symboler

Hantering av likheter pa formen uttryck=uttryck genom att ersatta det ena
uttrycket med ett som ar lika eller operera pa hela likheten sa att den bevaras.
Linjara ekvationer och enkla ekvationer av andra typer, t. ex. kvadratiska.
Hur additiv och multiplikativ invers anvands for att hantera linjara ekvationer
och andra enkla ekvationer

Representation av aritmetikens centrala identiteter (kommutativitet,
associativitet, distributivitet, inverser, neutralt element) i algebraisk form.
Anvandning och bevis av aritmetiska identiteter i algebraiska form, som den
distributiva identiteten (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd och specialfallen
konjugatregeln och kvadreringsregeln.

Monster och talféljder

Hur geometriska vaxande monster kan representeras rekursivt och med en
sluten formel.
Talféljder och talserier.

Funktioner och samband

Variabler och representation av variation och samvariation

Funktionsnotationen f(x) och hur den kan representeras i koordinatsystem.
Likhet mellan funktioner.

Linjéra funktioner och notationen y=kx+m och kopplingar till réta linjer i
koordinatsystem.

Kurvor i koordinatsystem och vilka kurvor som &r kan vara funktionsgrafer f(x).

Proportionella samband

Avgora vilka situationer som representerar proportioner och identifiera
proportioner i sammansatta samband.

Representationerna a/b=c/d, ac=db, y=kx, f(x)=kx for att uttrycka
proportionella samband och hur de hanger samman.

Proportionella samband i koordinatsystem hur de kan konstrueras och Iasas
av.

Hantera proportionella situationer sakert och flexibelt.

Statistik och sannolikhet

Fordjupa den statistiska cykeln: fraga - samla » analysera - tolka -

kommunicera i undersokningar av sekundara datamangder
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e Ge kvalitativa beskrivningar av osdkerhet i resultatet av statistiska
undersbkningar och relatera det till urvalets storlek.

e Kunna berakna och anvanda medelvarde och median och anvanda dessa
begrepp for att diskutera symmetri/skevhet i férdelningar.
Anvénda kalkylprogram fér att berédkna spridningsmatt
Modellera och analysera sammansatta handelser (t.ex. tva tarningar,
kortdragning utan aterlaggning) med tabell, lista eller enkel tradmodell;
berakna sannolikheter pa grundlaggande niva.

e Resonera om beroende/oberoende och villkorlig sannolikhet i vardagsnara
exempel (kvalitativt och med enkla berakningar), samt diskutera rimlighet och
antaganden bakom modellen.

Geometri och matning
e Avancerade formler (pyramid, kon, klot).

e Anvanda formler och satser (Pythagoras, likformighet, vinkelsummor,
trigonometriska samband). Arbeta abstrakt med definitioner och egenskaper
av geometriska objekt.

Anvanda Pythagoras sats i area- och langdproblem.
Tillampa geometriska kunskaper i verkliga situationer (kartor, design, tekniska
tilldmpningar).

e Undersdk och arbeta med bevis i nagra enkla fall (t.ex. bevisa vinkelsumman i
en triangel, Pythagoras sats).

Tekniska hjalpmedel och programmering

Tekniska hjalpmedel
e Mata in uttryck, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant med, i

allmant tillgangliga digitala resurser sa att uttrycken kan utvarderas for olika
varden pa ingaende variabler.

e Mata in funktioner, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant
med, i allmant tillgangliga digitala resurser sa att funktionernas grafer kan
studeras visuellt.

Programmering
e Programmering i textbaserade programmeringsmiljéer. Hur algoritmer kan

Skapas som programkod. Anvédndning av iteration, selektion, variabel, tillstand
och funktion
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Appendix C. Progression i Mal och innehall

Nar begrepp metoder, samband eller resultat listas nedan betyder det (om inte annat
anges) att undervisningen ska behandla det namnda och att malet ar att eleverna
som ett resultat av undervisningen vid stadiets slut ska ha kunskap om och kunna
anvénda begreppet, metoden, sambandet eller resultatet. Mal och innehall ska anses
additiva vilket betyder att det som ar mal och innehall for ett visst stadie ska ocksa
vara mal och innehall for nastkommande stadie. Nar punkter eller delar av punkter
skrivs med kursiv stil betyder det att motsvarande innehall ska behandlas i
undervisningen utan att uppnadda kunskaper och fardigheter relaterade till punkten
behover utvarderas summativt.

Aritmetik

Tal
1-2:
e Talramsan upp till 100, och fran 100 och vidare, med betoning pa den
repetitiva formen fran 20 och uppat.
Rakna uppat och nedat, tals efterfoljare och féregangare.
Tio-hopp och talramsan med tiotal, dvs 10, 20, 30... och till exempel 23, 33,
43, ...
e Positionssystemet i enkla fall och begreppen ental, tiotal och hundratal. Att 10
ar 1 tiotal och 10 ental. Att 100 ar 1 hundratal, 10 tiotal och 100 ental.
Tal for att ange antal och ordning
Tal som antal och helhet-del-delrelationer inklusive med ikoniska
representationer
Talkamrater med sarskilt fokus pa femkamrater och tiokamrater.
Tal som position och langder pa tallinjen med sarskilt fokus pa 5 och 10 som
referenspunkter,
e Fler och farre och kopplingen till mer och mindre samt till talramsan och
tallinjen

e Talkamrater for talen 1-20, dvs vilka par av tal som summerar till ett visst givet
tal.
Hundrakamrater med tiotal (20 och 80) och ental (21 och 79)
Positionssystemet, inklusive exempel pa tiondelar. Att 100 ar 1 hundratal, 10
tiotal och 100 ental. Att 1 ar 0,1 tior och 10 tiondelar.

e Braksystemet, med sarskilt fokus pa namnare upp till 10, dvs brak som 18/5,
3/7 och 6/3
Brak som positioner och avstand pa tallinjen, inklusive brak stérre an 1.
Tal i decimalform pa tallinjen med huvudsakligt fokus pa tiondelar
Konstruktion och analys av tallinjer for varierade tillampningar.
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8-10:

Positionssystemets translativa egenskaper, som att 30 ar 3 tiotal, 30 ental och
0,3 hundratal

Braksystemet, lika brak, forkortning och férlangning och rollen av 1 pa formen
a/a vid forkortning och férlangning

Procentform och sambandet med hundradelar samt likheten %=1/100=0,01
och hur den kan anvandas i berakningar.

Negativa tal, inklusive pa tallinjen

Potenser, exponenter, inklusive negativa, och symbolsystemets aritmetik
Begreppet och beteckningen roten ur och operationens aritmetik.
Grundpotensform, inklusive med negativa exponenter

Kopplingen mellan brak som exponenter och n:te rétter, dvs generaliseringar
av+a=a"?

Additiva strukturer

1-2:

De fyra additiva situationerna, lagga till, lagga ihop, ta bort och skillnad.
Representation av additiva situationer med ikoniska helhet-del-delmodeller,
och pa tallinjen samt med aritmetiska uttryck.

Sambandet mellan addition och subtraktion och operationernas samband med
helhet-del-delrelationer samt additionens kommutativitet

Additiva talfamiljer

Hur talkamrater, uppdelning av tal och helhet-del-delrelationer kan anvandas
vid berakningar, med skriftliga metoder och i huvudet.

Satta samman tolkning av en additiv situation (i ett steg) med representation
som en ikonisk modell och som aritmetiskt uttryck och kunna berakna
uttrycket.

Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for tal i brakform.
Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck

(3+5=_, 8-3=_) och additiva 6ppna utsagor (8-_=5, 3+ =8).

Utfora additioner och subtraktioner i alla talomraden med positiva heltal med
strategier som bygger pa uppdelning och sammansattning av tal och metoder
som utnyttjar positionssystemet, och aven formella additions- och
subtraktionsalgoritmer.

Utféra additioner och subtraktioner med brak med samma namnare

Hantera additiva situationer i flera steg genom att representera dem med
ikoniska modeller och aritmetiska uttryck och berakna dem.

Sambandet mellan addition och subtraktion, inklusive for negativa tal
Subtraktion som addition av den additiva inversen, inklusive med negativa tal
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e Additiva talfamiljer och sambandet mellan additiva berakningsuttryck
(3+5=_, 8-3=_) och additiva 6ppna utsagor (8-_=5, 3+ =8) inklusive med
negativa tal

e Parentesnotationen och hur till exempel -(5-7) i ett uttryck kan ses som en
subtraktion av talet 5—7 eller som den additiva inversen till talet 5-7 och att
-(5-7) =-5+7

e Utféra additioner och subtraktioner i alla talomraden med heltal med strategier
som bygger pa uppdelning och sammansattning av tal och metoder som
utnyttjar positionssystemet, till exempel formella additions- och
subtraktionsalgoritmer.

Utféra additioner och subtraktioner med brak aven med samma namnare
Hantera additiva situationer som kan inkludera negativa tal och brak i flera
steg genom att representera dem med aritmetiska uttryck och darefter
berakna dem.

8-10:

e Additioner och subtraktioner inom alla talomraden, med tal i decimalform
(positionssystemsform) och brakform, inklusive med negativa tal och med
variabler.

Multiplikativa strukturer
1-2:

e Enkla multiplikativa situationer med sarskilt fokus pa proportionella samband
av typen Vad kostar 4 saker om 2 saker kostar 10?
Satta samman lika grupper av antal och dela isar antal i lika grupper.
Likagruppering och uppdelning med rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet i enkla fall med rektangelrepresentationer
Sambandet mellan multiplikation och division i nagra enkla fall som 10=2-5,
5=10/2, 2=10/5 med koppling till multiplikativa situationer.

Multiplikation som lika grupper

Rektangelrepresentationen av multiplikation och division

Faktorisering och primtal, till exempel med hjalp av rektangelrepresentationer
Multiplikationens kommutativitet

Distributiva lagen med hjalp av rektangelrepresentationer och dess
anvandning for berakningar av multiplikationer

Ettans roll vid multiplikation och division.

Multiplikativa talfamiljer

Sambandet mellan multiplikation och division.

Multiplikationstabellerna upp till 10, med sarskilt fokus pa strukturella
relationer baserat pa till exempel dubbling/halvering och distributiva lagen.
e Sambandet mellan multiplikationstabeller och division
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e Multiplikation upp till 100 med hjalp av positionssystemet och distributiva

lagen.

Multiplikation som hopp pa tallinjen.

Brak pa tallinjen och braknotationen inklusive brak stérre an 1 och blandad
form.

Multiplikativ invers i enkla fall, som att2 - 1/2=1,och 5 - % =1.
Brakformen for att ange andelar och som multiplikationsoperator, som att %5
multiplicerat med 3 ger talet 2.

e Hantera multiplikativa situationer i ett steg och kunna sarskilja multiplikativa
fran additiva situationer.

5-7:

e Ettans roll vid multiplikation och division och vid férenkling av uttryck som
innehaller multiplikation och division.

e Brak, inklusive hur brak multipliceras och divideras och att det for alla
nollskilda a galler att division med a ar samma sak som multiplikation med 1/a

e Multiplikation, division och hantering av brakuttryck som inkluderar negativa tal
och tal i decimalform

e Multiplikativa och proportionella situationer och hur de kan kannas igen och
representeras som aritmetiska uttryck och likheter

e Braknotationen som representation av klasser av situationer som involverar:
Vad ska man multiplicera b med for att fa a? Hur mycket mer (multiplikativt)
arb an a? Vad ar skalningsfaktorn som skalar b till a? Vad ar forhallandet
mellan a och b? Vilken ar forandringsfaktorn som tar b till a? Vad ar kvoten
mellan a och b? Hur mycket b ryms i a (multiplikativt)? Vad ar andelen a av b?
Hur procentuella férandringar kan hanteras multiplikativt.

Hantera multiplikativa situationer i flera steg och situationer som mixar additiva
och multiplikativa aspekter
8-10:

e Hantera multiplikationer och divisioner inom alla talomraden, med tal i
decimalform (positionssystemsform) och brakform, potensform och med
rotuttryck, inklusive med variabler.

e Hantering av uttryck med blandningar av alla fyra raknesatten, inklusive rollen
av faktorisering for att hantera uttryck multiplikativt.

Algebra
Likhet, ekvationer och uttryck
1-2:
e Likhet och likhetstecknets anvandning i relationell mening genom att betrakta

uppdelning av tal (5=2+3) och likhet mellan uttryck (2+3=4+1) med konkreta
och ikoniska antalsmodeller samt hur dessa modeller motsvaras av
symboliska uttryck som involverar likhetstecknet.
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5-7:

8-10:

Likhet som utbytbarhet och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya
likheter.

Likheter i form av 6ppna utsagor eller med andra symboler for obekanta.
Resonemang som forklarar varfor tva uttryck ar lika.

Likhet som utbytbarhet och hur man kan anvanda likheter for att skapa nya
likheter for att forenkla eller skriva om uttryck.

Likheter och uttryck som inkluderar symboler for obekanta.

Likheter i algebraisk form, t. ex. for att representera aritmetiska identiteter,
som kommutativa och associativa lagarna och distributiva lagen.
Parentesnotationen och dess anvandning for att t. ex. ange att negation
respektive 3- i fallen -(a+b) och 3-(a+b) ska verka pa hela innehallet i
parentesen.

Hantering av uttryck som kombinerar alla fyra aritmetiska operationerna, tal i
olika representationer och icke-numeriska symboler

Hantering av likheter pa formen uttryck=uttryck genom att ersatta det ena
uttrycket med ett som ar lika eller operera pa hela likheten sa att den bevaras.
Linjara ekvationer och enkla ekvationer av andra typer, t. ex. kvadratiska.
Hur additiv och multiplikativ invers anvands for att hantera linjara ekvationer
och andra enkla ekvationer

Representation av aritmetikens centrala identiteter (kommutativitet,
associativitet, distributivitet, inverser, neutralt element) i algebraisk form.
Anvandning och bevis av aritmetiska identiteter i algebraiska form, som den
distributiva identiteten (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd och specialfallen
konjugatregeln och kvadreringsregeln.

Monster och talfoljder

1-2:

8-10:

Sortering av objekt efter egenskaper.

Monster, framfor allt geometriska upprepande monster och védxande ménster.
Begreppet monsterdel och hur upprepande monster kan representeras i
generell form.

Vaxande monster och hur de kan representeras med aritmetiska uttryck.

Hur geometriska vaxande monster kan representeras rekursivt och med en
sluten formel
Talféljder och talserier.

Hur geometriska vaxande monster kan representeras rekursivt och med en
sluten formel.
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Talféljder och talserier.

Funktioner och samband

Variabler och representation av variation och samvariation

1-2:

Skapa aritmetiska uttryck som representerar additiva situationer, inklusive
som 6ppna utsagor av typen 5+ =8 och 5+?7=8.

Gora grafer och tabeller 6ver konkreta tidsberoende fenomen som véxande
véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axeln.

Skapa aritmetiska uttryck (med eller utan variabler eller obekanta i form av
bokstavssymboler) som representerar matematiska situationer.

Skapa och tolka grafer och tabeller éver konkreta tidsberoende fenomen som
védxande véxter som kan representeras i naturlig skala pa y-axein.

Skapa och tolka uttryck, ekvationer och funktioner med variabler som
representerar matematiska situationer.
Skapa och tolka grafer i koordinatsystem.

Funktionsnotationen f(x) och hur den kan representeras i koordinatsystem.
Likhet mellan funktioner.

Linjéra funktioner och notationen y=kx+m och kopplingar till réta linjer i
koordinatsystem.

Kurvor i koordinatsystem och vilka kurvor som &r kan vara funktionsgrafer f(x).

Proportionella samband

1-2:

Enkla proportionella resonemang som bygger pa barns intuition for att dela
lika, fordubbla och halvera mangder och objekt samt skalning med naturliga
tal.

Kanna igen och kunna representera proportionella samband i tabellform samt
med en multiplikationsoperator, som dubbelt-halften, trippelt- tredjedel.

Andelar och forhallanden, inklusive hur de kan anges i brakform, decimalform
och procentform samt aven som en tabell.

Identifikation och representation av proportionella samband, inklusive i
standardfall som hastigheter, kilopriser, geometrisk likformighet.

Hantering av sammansatta enheter som kr/kilo eller kilometer/timma.
Hantering av proportionella situationer genom att till exempel anvanda
tabellform (tilde-tabell), vagen over 1, eller skalningsoperator.
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8-10:

e Avgora vilka situationer som representerar proportioner och identifiera
proportioner i sammansatta samband.

e Representationerna a/b=c/d, ac=db, y=kx, f(x)=kx for att uttrycka
proportionella samband och hur de hanger samman.

e Proportionella samband i koordinatsystem hur de kan konstrueras och lasas
av.

e Hantera proportionella situationer sakert och flexibelt.

Statistik och sannolikhet
1-2:
e Samla in data relaterat till elevnéra fragor och representera data i konkret eller
ikonisk form, t ex som streckrakning med bilder eller som stapeldiagram
e Med utgangspunkt i representerad data, beskriva vad som &r typiskt och vad
som varierar med vardagliga ord (“flest/farst”, “mer/mindre”).
e Utifran insamlad data inleda informella sannolikhetsresonamang i termer av
vad &r sékert, vad ar omdjigt.

e Planera och genomféra sma undersbkningar relaterat till fragor som eleverna
latt kan férsta men inte vet svaret pa.
Arbeta med kategoriska och enkla kvantitativa data
Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat pa
elevnéra data
Introducera medelvérde (réttvis férdelning), median och variationsbredd
Genomféra upprepade forsék (t.ex. kasta en tarning 20 ganger) och tala om
relativ frekvens (“‘ungefér 1 av 6”) som ett matt pa hur sannolikt nagot verkar.
e Jamfbra lika sannolika och inte lika sannolika utfall i enkla situationer (t.ex.
snedférdelad pase kulor).

e Férdjupa den statistiska cykeln: fraga — samla — analysera — tolka —
kommunicera genom praktiskt undersékande arbete;

e Med hjéalp av konkreta exempel, skilja stickprov fran population och diskutera
enkel urvalsmetodik och bias.

e Producera och tolka punkt-/linjediagram och stapeldiagram baserat
egeninsamlad eller annan data

e Medelvarde (rattvis fordelning), median och variationsbredd

e Sammanfatta férdelningar med histogram och laddiagram (boxplot); jamféra
grupper med centrummatt (medel/median) och pa en évergripande niva dven
spridningsmatt samt resonera om variabilitet.
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8-10:

Resonera om utfallsrum och enkla kombinatoriska situationer (t.ex. tva mynt,
tarning + mynt); uppskatta sannolikhet via tabell/diagram eller simulering.
Tolka och jamfora teoretisk sannolikhet (t.ex. 1/6) och empirisk frekvens (vad
som observeras), samt forklara skillnader.

Fordjupa den statistiska cykeln: fraga - samla - analysera - tolka -

kommunicera i undersokningar av sekundara datamangder

Ge kvalitativa beskrivningar av osékerhet i resultatet av statistiska
undersbkningar och relatera det till urvalets storlek.

Kunna berdkna och anvanda medelvarde och median och anvanda dessa
begrepp for att diskutera symmetri/skevhet i férdelningar.

Anvénda kalkylprogram for att berédkna spridningsmatt

Modellera och analysera sammansatta handelser (t.ex. tva tarningar,
kortdragning utan aterlaggning) med tabell, lista eller enkel tradmodell;
berakna sannolikheter pa grundlaggande niva.

Resonera om beroende/oberoende och villkorlig sannolikhet i vardagsnara
exempel (kvalitativt och med enkla berakningar), samt diskutera rimlighet och
antaganden bakom modellen.

Geometri och matning

Obs att detta omrade inte ar genomtankt pga begransad tid att hantera uppdraget.

1-2:

3-4:

Kanna igen, beskriva och jamfora grundlaggande tva- och tredimensionella
former (trianglar, fyrhorningar, cirklar, klot, kuber, ratblock) och jamféra med
former i vardagen.

Jamfora langder, areor och volymer med vardagsmatt och standardenheter
(cm, m).

Speglingar i vardagen, enkla ménster och symmetrier.

Forklara och beskriva figurer med egna ord.

Klassificera former efter egenskaper (antal sidor, vinklar, symmetrier)

Bdrja anvanda argument om varfér nagot galler ("alla fyrhérningar med lika
langa sidor ar inte kvadrater”).

Berdkna omkrets och area av enkla figurer (rektangel, triangel). Introduktion till
volym av rétblock.

Forsta och beskriva spegling, rotation, forflyttning pa rutnat.
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e Analysera geometriska figurer genom att undersoka deras delar (horn, sidor,
vinklar, diagonaler) och egenskaper.

e Paboérja arbete med definitioner genom att formulera och anvanda egna och
etablerade definitioner for geometriska objekt (t.ex. parallellogram, rektangel,
likbent triangel) och préva om exempel/motexempel uppfyller dem.
Anvanda skala och proportioner i kartor, ritningar, modeller.
Generalisera formler for area och volym till parallellogram, cirkel, prisma,
cylinder).
Introduktion till skala.

e Resonera med geometriska begrepp och definitioner.

e Avancerade formler (pyramid, kon, klot).
Anvanda formler och satser (Pythagoras, likformighet, vinkelsummor,
trigonometriska samband). Arbeta abstrakt med definitioner och egenskaper
av geometriska objekt.
Anvanda Pythagoras sats i area- och langdproblem.
Tillampa geometriska kunskaper i verkliga situationer (kartor, design, tekniska
tillampningar).

e Undersok och arbeta med bevis i nagra enkla fall (t.ex. bevisa vinkelsumman i
en triangel, Pythagoras sats).

Tekniska hjalpmedel och programmering

Tekniska hjalpmedel
5-7

e Mata in uttryck eller berakningar som innehaller flera delar som ett uttryck i

miniraknare eller andra fritt tillgangliga resurser.
8-10:

e Mata in uttryck, aven sddana man inte tidigare ndédvandigtvis ar bekant med, i
allmant tillgangliga digitala resurser sa att uttrycken kan utvarderas for olika
varden pa ingaende variabler.

e Mata in funktioner, aven sadana man inte tidigare nédvandigtvis ar bekant
med, i allmant tillgangliga digitala resurser sa att funktionernas grafer kan
studeras visuellt.

Programmering

3—4.
e [Entydiga stegvisa instruktioner och hur de konstrueras, beskrivs och féljs som
grund
fér programmering. Hur symboler anvénds vid stegvisa instruktioner.
5-7:
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e Programmering i visuella programmeringsmiliber. Hur algoritmer kan skapas
som programkod. Anvéndning av iteration, selektion och variabel
8-10:
e Programmering i textbaserade programmeringsmiljéer. Hur algoritmer kan
Skapas som programkod. Anvéndning av iteration, selektion, variabel, tillstand
och funktion
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Appendix D. Referenspersoner

Féljande personer har last olika utkast till och delar av de Amnesspecifika
instruktionerna eller kontaktats for diskussion om specifika fragor.
Referenspersonerna har gett kommentarer via mail, telefon eller zoom.

Forskare och universitetslarare

Linda Marie Ahl, forskare, Goteborgs universitet

Jorryt van Bommel, professor, Karlstads universitet
Asa Brorsson, adjunk, Géteborgs universitet, laromedelsforfattare
Susanne Frisk, adjunkt, Géteborgs universitet

Patrik Gustafsson, postdoktor, Malardalens universitet
Agneta Gulz, professor, Lunds universitet

Thore Husfeldt, professor, IT-universitetet, Kbpenhamn
Hannan Innabi, docent, Goteborgs universitet
Angelika Kullberg, professor, Goteborgs universitet
Kerstin Larsson, lektor, Lulea tekniska hogskola

Johan Lithner, professor, Umea universitet

Morten Misfeldt, professor, Kbpenhamns universitet
Hanna Palmér, professor, Linneuniversitetet

Andreas Ryve, professor, Malardalens universitet
Anna Sjoédahl, doktorand, Orebro universitet

Christina Skodras, adjunkt, Goteborgs universitet

Utkastet och ursprungsforslaget till kursplan i matematik fran SOU 2025:19 har ocksa
diskuterats pa ett seminarium med anstallda pa matematikavdelningen, Institutionen
for didaktik och pedagogisk profession, Goteborgs universitet.

Ursprungsforslaget till kursplan i matematik fran SOU 2025:19 har diskuterats pa ett
seminarium pa Nationellt centrum fér matematikutbildning

Larare
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David Brunhage''’, larare IM, gymnasiet, speciallarare, Uddevalla kommun

Niclas Fohlin, Speciallarare, AcadeMedias grundskolor.

Dennis Farnund, larare 7-9, Falkopings kommun

Maria Hildebrand, larare 4—6, kommundvergripande forstelarare, Varbergs kommun
Anna Magnusson, larare 4—6, kommundévergripande forstelarare, Varbergs kommun
David Nordkvist, gymnasielarare, projektledare, Skara kommun

Cecilia Seiman, larare F-4, forstelarare, Sigtuna kommun

Daniel Uddenberg, larare 7-9, lektor, Sigtuna kommun

Tina Akegérd, gymnasielérare, speciallarare, projektledare, Skara kommun

Ovriga kontakter och diskussioner
Fredrik Blomkvist, redaktor, projektledare, Rik matematik
Gorel Sterner, forfattare, speciallarare, Skévde

Ursprungsforslaget fran SOU 2025:19 har dessutom diskuterat med ett flertal
laromedelsforfattare och redaktorer

Utkast och olika riktade fragor har presenterats och diskuterats med ett stort antal
larare och andra medlemmar i Facebookgruppen Matematikundervisning.

Larargrupp fran Skolverkets referensskolor

Dessutom en handfull personer som har gett vardefull feedback, men inte vill sta
med som referenspersoner.

"7 David Brunhage och Dennis Farnlund har sjalva gjort ett stort arbete med att skapa ett eget
kommentarmaterial for hogstadiet baserat pa forslaget till matematikkursplan i SOU 2025:19. Kontakta
david.brunhage@protonmail.com fér mer information.
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